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The article investigates the problem of investing in innovative projects. A dynamic model of a lifecycle
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innovative firm is solved.
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О ВПОЛНЕ ОГРАНИЧЕННЫХ И КОМПАКТНЫХ МНОЖЕСТВАХ В
ПРОСТРАНСТВЕ ЗАМКНУТЫХ ПОДМНОЖЕСТВ МЕТРИЧЕСКОГО

ПРОСТРАНСТВА
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вполне ограниченное множество; компактное множество.
В работе продолжены исследования [1, 2] пространства clos(X) непустых замкнутых
подмножеств метрического пространства X с метрикой ρcl

X
. В частности, рассмотрены

критерии полной ограниченности и компактности множеств в
(
clos(X), ρcl

X

)
.

Пусть (X, ̺X ) — метрическое пространство. Будем использовать следующие обозначе-
ния: M

.
= X \M — дополнение к множеству M ⊂ X; clos(X) и clbd(X) — пространства

всех непустых замкнутых, непустых замкнутых ограниченных подмножеств X, соответ-
ственно; Bo

X
(x0, r)

.
= {x ∈ X : ̺X (x, x0) < r}, BX (x0, r)

.
= {x ∈ X : ̺X (x, x0) 6 r} —

открытый и, соответственно, замкнутый шары в пространстве X радиуса r > 0 с центром
в точке x0; Bo

X
(x0, 0) = ∅; ̺X (x,M)

.
= inf

y∈M
̺X (x, y) — расстояние в X от точки x до мно-

жества M 6= ∅; dX (M1,M2)
.
= sup

x∈M1

̺X (x,M2) — полуотклонение по Хаусдорфу множества

1340



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 20, вып. 5, 2015

M1 от M2; distX (M1,M2)
.
= max

{
dX (M1,M2); dX (M2,M1)

}
— расстояние по Хаусдорфу

между множествами M1, M2.
Будем считать, что пространство X неограниченное, то есть для любого ξ ∈ X вы-

полнено

sup
x∈X

̺X (ξ, x) = ∞.

Рассмотрим пространство clos(X), которое наделим метрикой ρcl
X
. Напомним определение

этой метрики и некоторые изученные ранее свойства пространства (clos(X), ρcl
X

).
Пусть θ — некоторая фиксированная точка X. Будем обозначать Bo

X
(r)

.
= Bo

X
(θ, r),

BX (r)
.
= BX (θ, r). Для каждого r > 0 определим оператор Sr : clos(X) → clos(X) равен-

ством

SrH
.
= H ∪Bo

X
(r). (1)

Л е м м а 1. [1, 2] Для любых F,G ∈ clos(X) выполнено:
1) функции r 7→ dX

(
SrF,SrG

)
, r 7→ distX

(
SrF,SrG

)
не убывают;

2) dX

(
SrF,SrG

)
<∞ и distX

(
SrF,SrG

)
<∞ для любого r > 0;

3) для любого r > 0

distX

(
SrF,SrG

)
6 distX (F,G). (2)

Для любых F,G ∈ clos(X) положим

ρo
X

(F,G)
.
=
∣∣̺X (θ, F ) − ̺X (θ,G)

∣∣,

ρS
X

(F,G)
.
= sup

r>0
min

{
distX

(
SrF,SrG

)
,

1

r

}
, (3)

ρcl
X

(F,G)
.
= ρo

X
(F,G) + ρS

X
(F,G).

Л е м м а 2. [1, 2] 1) Значение ρcl
X

(F,G) конечно для любых F,G ∈ clos(X).
2) Функция ρcl

X
: clos(X)×clos(X) → R+ определяет метрику в пространстве clos(X).

3) Если пространство (X, ̺X ) полное, то и пространство
(
clos(X), ρcl

X

)
является

полным.
4) Последовательность множеств {Fi}∞i=1 ⊂ clos(X) сходится к множеству F ∈

∈ clos(X) в метрике ρcl
X

тогда и только тогда, когда ̺X (θ, Fi) → ̺X (θ, F ) и существует
такое r0 > 0, что distX (SrFi,SrF ) → 0 для любого r > r0.

Точку θ для определения метрики ρcl
X

можно выбирать произвольно, то есть при замене
θ ∈ X на некоторое θ1 ∈ X мы получим эквивалентную метрику в clos(X).

Как показано в [2], в определениях ρS
X

и ρcl
X

вместо оператора (1), образы которого
неограничены, можно использовать другой оператор, образы которого будут ограниченны-
ми «аналогами» множеств SrF и SrG. А именно: для каждого r > 0, в силу неограни-
ченности пространства X, существует такой элемент x̃r ∈ X, что R0(r)

.
= ̺X (θ, x̃r) > r;

положим

R(r)
.
= R0(r) + 2r (4)

и определим оператор CR(r) : clos(X) → clbd(X) равенством

CR(r)H
.
= SrH ∩BX (R(r)) =

(
H ∪Bo

X
(r)
)
∩BX (R(r)) .
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Тогда для произвольного r > 0 и любых F,G ∈ clos(X) выполнено

distX

(
SrF,SrG

)
= distX

(
CR(r)F,CR(r)G

)
(5)

(см. [2]), и, следовательно, ρS
X

можно вычислять по формуле

ρS
X

(F,G) = sup
r>0

min

{
distX

(
CR(r)F,CR(r)G

)
,

1

r

}
. (6)

Если пространство X — линейное нормированное, то равенство (5) будет выполнено при
R(r) = r (что может быть неверно для произвольного пространства X ); один из таких
случаев, X = Rn, рассмотрен в работе [3].

Каждое из приведенных определений функции ρS
X

имеет свои преимущества. Так, фор-
мулу (3) удобнее использовать при вычислениях величин ρS

X
(F,G) и ρcl

X
(F,G) для кон-

кретных множеств F и G, в то время как формула (6) позволяет применять известные
результаты, например, из теории многозначных отображений с замкнутыми ограниченны-
ми или компактными образами для изучения многозначных отображений с замкнутыми не
обязательно ограниченными образами.

Следующее утверждение выражает признак полной ограниченности множества замкну-
тых подмножеств относительно метрики ρcl

X
в пространстве clos(X).

Т е о р е м а 1. Множество M ⊂
(
clos(X), ρcl

X

)
вполне ограничено тогда и только

тогда, когда выполнены следующие условия:
1) существует c > 0 такое, что ̺X (θ,M) 6 c для любого M ∈ M и
2) множество

Sr̄M .
= {Sr̄M : M ∈ M}

вполне ограничено в пространстве (clos(X),distX ) при любом r̄ > c.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть множество M вполне ограничено. Покажем, что имеют

место свойства 1) и 2).
Из полной ограниченности M следует его ограниченность, то есть M ⊂ Bclos(X) ({θ}, c) ,

c > 0. Тогда для любого множества M ∈ M, в силу неравенства ρcl
X

({θ},M) 6 c, получаем
соотношения

̺X (θ,M) = ρo
X

({θ},M) 6 ρcl
X

({θ},M) 6 c.

Таким образом, свойство 1) выполнено.
Докажем, что имеет место 2). Для этого возьмем произвольное r̄ > c, произвольное

ε > 0, и покажем, что для множества Sr̄M существует конечная ε -сеть. Рассмотрим два
случая: r̄ < ε−1 и r̄ > ε−1.

а) Пусть r̄ < ε−1 и пусть N (ε) — конечная ε -сеть для множества M. Это означает, что
для любого M ∈ M существует N ∈ N (ε) такое, что ρcl

X
(M,N) 6 ε. Тогда ρS

X
(M,N) 6 ε,

и имеют место следующие соотношения:

ε > ρS
X

(M,N) = sup
r>0

min

{
distX

(
SrM,SrN

)
,
1

r

}
> min

{
distX

(
Sr̄M,Sr̄N

)
,
1

r̄

}
. (7)

Поскольку r̄−1 > ε, то из (7) следует, что distX

(
Sr̄M,Sr̄N

)
6 ε. Таким образом, множе-

ство Sr̄N (ε) =
{
Sr̄N : N ∈ N (ε)

}
образует конечную ε -сеть (относительно метрики dist )

для Sr̄M, и следовательно, Sr̄M вполне ограничено.
б) Пусть теперь r̄ > ε−1. Возьмем произвольное ε1 > 0, удовлетворяющее неравенствам

ε−1
1 > r̄ > ε−1. Тогда r̄−1 > ε1 и ε1 < ε. Согласно пункту а), для Sr̄M существует
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конечная ε1 -сеть, множество Sr̄N (ε1) =
{
Sr̄K : K ∈ N (ε1)

}
, где N (ε1) — конечная ε1 -

сеть для множества M. Следовательно, для любого M ∈ M найдется такое K ∈ N (ε1),
что distX

(
Sr̄M,Sr̄K

)
6 ε1 < ε, то есть множество Sr̄N (ε1) является конечной ε -сетью

для Sr̄M. Таким образом, Sr̄M вполне ограничено в (clos(X),distX ) при любом r̄.
Докажем обратное утверждение. Пусть выполнены свойства 1) и 2), покажем, что M

вполне ограничено. Для произвольного ε > 0 выберем r̄, удовлетворяющее неравенствам
r̄ > 2ε−1 и r̄ > c. Множество Sr̄M вполне ограничено в (clos(X),distX ) и для него
существует конечная 2−1ε -сеть, которую обозначим через Nr̄. Тогда для любого M ∈ M
найдется Nr̄ ∈ Nr̄ такое, что distX (Sr̄M,Nr̄) 6 2−1ε. Оценим ρcl

X
(M,Nr̄).

Прежде всего, из условия 1) и неравенства r̄ > c следует, что ̺X (θ,M) = ̺X (θ,Sr̄M),
а поскольку для любых F,G ∈ clos(X) и x ∈ X выполнено

|̺X (x, F ) − ̺X (x,G)| 6 distX (F,G)

(см., например, [4]), то

ρo
X

(M,Nr̄) = ρo
X

(Sr̄M,Nr̄) = |̺X (θ,Sr̄M) − ̺X (θ,Nr̄)| 6 distX (Sr̄M,Nr̄) 6
ε

2
.

Далее, согласно лемме 1, функция r 7→ distX (Sr̄F,Sr̄G) не убывает для любых F,G ∈
∈ clos(X), поэтому, учитывая неравенство r̄−1 < 2−1ε и оценку (2), получаем следующие
соотношения:

ρS
X

(M,Nr̄) = sup
r>0

min

{
distX

(
SrM,SrNr̄

)
,
1

r

}
6

6 max

{
sup
r6r̄

distX

(
SrM,SrNr̄

)
, sup
r>r̄

1

r

}
= max

{
distX

(
Sr̄M,Sr̄Nr̄

)
,

1

r̄

}
6
ε

2
.

Таким образом, ρcl
X

(M,Nr̄) 6 ε, следовательно, Nr̄ является конечной ε -сетью для M, и
M вполне ограничено в пространстве

(
clos(X), ρcl

X

)
. �

В силу равенства (5) и определения (6) для ρS
X
, непосредственно из теоремы 1 полу-

чаем следующее утверждение.
С л е д с т в и е 1. Множество M ⊂

(
clos(X), ρcl

X

)
вполне ограничено тогда и только

тогда, когда выполнены следующие условия:
1) существует c > 0 такое, что ̺X (θ,M) 6 c для любого M ∈ M и
2) множество

CR(r̄)M .
= {CR(r̄)M : M ∈ M},

где R(r̄) определяется равенством (4), вполне ограничено в пространстве (clbd(X),distX )
при любом r̄ > c.

Т е о р е м а 2. Пусть M ⊂
(
clos(X), ρcl

X

)
. Если существует такое c > 0, что

̺X (θ,M) 6 c для любого M ∈ M и множество

Mr̄
.
= {M ∩BX (r̄) : M ∈ M}

вполне ограничено в пространстве (clbd(X),distX ) при любом r̄ > c, то множество M
вполне ограничено.

Д о к а з а т е л ь с т в о практически полностью повторяет доказательство достаточного
условия теоремы 1 в силу очевидных равенств ̺X (θ,M) = ̺X (θ,Sr̄M) = ̺X (θ,M ∩BX (r̄))
и Sr̄M = Sr̄ (M ∩BX (r̄)) , выполненных для любого r̄ > c. �

Следует отметить, что утверждение, обратное теореме 2, неверно.
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Как было отмечено ранее, если пространство X — полное, то пространство
(
clos(X), ρcl

X

)

также будет полным, поэтому для предкомпактности множества M ⊂
(
clos(X), ρcl

X

)
необ-

ходимо и достаточно, чтобы M было вполне ограниченным (см., например, [5]). Имеет
место также следующий критерий компактности.

Т е о р е м а 3. Множество M ⊂
(
clos(X), ρcl

X

)
компактно тогда и только тогда,

когда sup
M∈M

̺X (θ,M) 6 c, c > 0, и для любого r > c множество SrM .
= {SrM : M ∈ M}

компактно в (clos(X),distX) .
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Panasenko E.A. ON TOTALLY BOUNDED AND COMPACT SETS IN THE SPACE OF CLOSED
SUBSETS OF A METRIC SPACE

The work continues the studies [1, 2] of the space clos(X) of non-empty closed subsets of a metric
space X, the former being endowed with the metric ρcl

X
. In particular, the criteria of total boundedness

and compactness of sets in
(
clos(X), ρcl

X

)
are considered.
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