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О НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРАХ
В ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА БЕСОВА–СОБОЛЕВА

c⃝ В.М. Тюрин

Изучается задача обратимости линейных дифференциальных операторов с частными
производными типа Бесова.
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В заметке приняты следующие обозначения. X — банахово пространство с нормой || · ||;
Lp =Lp(Rn, X)— лебеговы пространства сильно измеримых (по Бохнеру) функций u :Rn →
→ X с обычной нормой ||u||0 (p> 1); Bp

γ — пространство функций u∈Lp, норма которых
определяется равенством

||u||pγ = ||u||0 + ⟨u⟩pγ , ⟨u⟩pγ =

 ∫
Rn×Rn

||u(x)− u(y)||p

|x− y|n+pγ
dxdy

1/p

<∞, 0 < γ < 1.

Пространство Соболева Hm =Hm(Rn, X) состоит из функций u∈Lp, которые имеют обоб-
щенные производные Dαu∈Lp и норму

||u||m =
∑

|α|≤m

||Dαu||0, Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
, m ∈ Z+,

|α|=α1 + . . .+αn, α= (α1, . . . , αn) — мультииндекс ([1], с. 60; [2], с. 31), пространство Bp
mγ

функций u∈Hm, норма которых находится по формуле

||u||pmγ = ||u||m + ⟨u⟩pmγ , ⟨u⟩pmγ =
∑

|α|≤m

 ∫
Rn×Rn

||Dαu(x)−Dαu(y)||p

|x− y|n+pγ
dxdy

1/p

,

Bpt
mγ — пространство Бесова-Соболева ([2], с. 301; [3], с. 293; [4], с. 401) с нормой

||u||ptmγ = ||u||m+

+

t∑
k=1

∑
|α|≤m


∫

Rn×Rn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ k∑
j=1

(−1)j+1Cj−1
k−1△(y−x)Dαu

(
x+(j− 1)(y−x)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

|y−x|n+pγ
dxdy


1/p

=

= ||u||m+ ⟨u⟩ptmγ <∞ :

Bp
mγ =Bp1

mγ . Отметим также, что разность △(z)u(x)=u(x+ z)−u(x).
Рассмотрим функциональные пространства G и F ∈Lp функций u :Rn →X с нормами

||u||G, ||u||F . Предположим, что задан линейный ограниченный оператор P :G→F в частных
производных Dαu∈Lp. Производные Dαu понимаются в обобщенном смысле.
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Оператор P :G→F назовем корректным, если найдется такая положительная постоянная
k= k(P,G, F ), что выполняется неравенство

||u||G ≤ k||Pu||F (1)

для всех u∈G ([5], с. 165).
Построим гладкую финитную функцию φ1(x, ξ, T ) :Rn→ [0, 1] с носителем в шаре B(ξ, 2T ),

причем φ1(x, ξ, T )= 1, если |Dαφ1| ≤ b0T
−1 ( 0<b0 не зависит от параметра ξ ∈Rn, T ≥ 2n,

α ̸=0, то есть φ1∈C∞
0 (Rn,R) ) и x∈B(ξ, T ). Положим φT (x)=φ1(x, 0, T )φ1(0, T )=φ

2
1(x, 0, T ).

Л е м м а [6]. При T ≥ 2n справедливо неравенство

||φT u||
p
mγ ≤ aT−γ ||u||m + a⟨u⟩pmγ , u ∈ Bp

mγ , (2)

постоянная a> 0 не зависит от u и T.
Т е о р е м а. Оператор P :Bpt

mγ →Bp
γ корректен тогда и только тогда, когда корректен

оператор P :Bp
mγ →Bp

γ .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть корректен оператор P :Bpt

mγ →Bp
γ . Предположим, что опе-

ратор P :Bp
mγ →Bp

γ не является корректным. В этом случае можно найти последовательность
uj ∈Bp

mγ такую, что
lim
j→∞

||Puj ||pγ = 0, lim
j→∞

||uj ||pmγ = 1. (3)

Так как φ(x, T )u(x) удовлетворяет уравнению

P (φT u) = φTPu+Q(u, φT ), (4)

φT u∈B
pt
mγ , то из (4) следует

||φT u||
pt
mγ ≤ k1||φTPu||

p
γ + k1||Q(u, φT )||

p
γ .

Выражение Q(u, φT ) есть некоторый линейный дифференциальный оператор в частных
производных порядка не более n− 1 по переменной u, коэффициенты которого финитны и
подчиняются следующей оценке:

||Q(u, φT )||
p
γ ≤ a1T

−1||u||m + a2T
−1⟨u⟩pmγ , (5)

постоянные a1> 0, a2> 0 не зависят от u и T. Отметим, что из (5) следует

lim
T→∞

||Q(u, φT )||
p
γ = 0. (6)

Далее воспользуемся следующими соотношениями

lim
T→∞

||(φTPu)||0 = ||Pu||0, lim
T→∞

||(φTPu)||
p
γ ≤ b1||Pu||pγ , lim

T→∞
||(φT u)||

p
mγ = ||u||pmγ . (7)

Учитывая (6) и (7) будем иметь ( b1> 0 не зависит от u и T )

1= ||u||pmγ = lim
T→∞

||(φT u)||
p
mγ ≤ lim

T→∞
||(φT u)||

pt
mγ ≤ k1 lim

T→∞
||(φTPu)||

p
γ+

+k1 lim
T→∞

||Q(u, φT )||
p
γ ≤ b1k1||Pu||pγ , т.е.

1≤ k1b1||Pu||pγ .

Последнее неравенство противоречит (3). Следовательно, оператор P :Bp
mγ →Bp

γ коррек-
тен (1).
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В другую сторону. Допустим, что оператор P :Bp
mγ →Bp

γ корректен. В выражение

A(φT u)=

t∑
k=1

∑
|α|≤m


∫

Rn×Rn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ k∑
j=1

(−1)j+1Cj−1
k−1△(y−x)Dα

(
φT

(
x+(j− 1)

)
×

×u
(
x+(j− 1)(y−x)

))∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

|y−x|n+pγ
dxdy


1/p

сделаем замену переменных по формулам x = (1 − j)zj + jwj , y = (2 − j)zj + (j − 1)wj ,

0 ̸= ∂(x,y)
∂(zj ,wj)

≤ a3, a3 не зависит от j. После замены получим

A(φT u)≤

= a3

t∑
k=1

∑
|α|≤m


∫

Rn×Rn

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

k∑
j=1

(−1)j+1Cj−1
k−1

(
DαφT (zj)u(zj)

)
−

−Dα
(
φT (wj)u(wj)

)
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p

|zj −wj |n+pγ
dzjdwj



1/p

≤

≤ a3

t∑
k=1

∑
|α|≤m

2k
∫

Rn×Rn

∣∣∣∣(DαφT (zj)u(zj)
)
−Dα

(
φT (wj)u(wj)

)∣∣∣∣p
|zj −wj |n+pγ

dzjdwj

1/p

≤

≤ a3t2
t+1⟨φT u⟩

p
mγ .

Согласно лемме (2)

A⟨φT u⟩≤ a3t2
t+1⟨φ2

1T
(φ2

1T
u)⟩pmγ ≤ 2t+1aa3t⟨φ2

1T
u⟩pmγ+

+2t+1aa3tT
−γ ||φ2

1T
u||m= a4⟨φ2

1T
u⟩pmγ + a4T

−γ ||φ2
1T
u||m, a4=2t+1aa3t.

(8)

Так как оператор P :Bp
mγ →Bp

γ корректен, то

||φ2
1T
u||m≤ (k1+ b2k1T

−2γ)||Pu||0+ b3k1T
−1||u||m+

+ b4k1⟨Pu⟩pγ + b5k1T
−γ⟨u⟩pmγ и

⟨φ2
1T
u⟩pmγ ≤ a⟨u⟩pmγ + aT−γ ||u||m, b3− b5 некоторые положительные постоянные не зависящие

от u и T. Следовательно, из (8) получаем

A⟨φT u⟩≤ a4T
−γ(k1+ b2k1T

−2γ)||Pu||0 + b4k1⟨Pu⟩pγ+
+ b3k1T

−1||u||m+ b5k1T
−γ⟨u⟩pmγ + a4T

−γ ||u||m+ a4⟨u⟩pmγ .

Отсюда
lim
T→∞

A⟨φT u⟩ = a4⟨u⟩pmγ + b4k1⟨Pu⟩pγ .

Поскольку

lim
T→∞

||(φT u)||
p
mγ = lim

T→∞
||(φT u)||m+ lim

T→∞
A(φT u)= ||u||m± a4⟨u⟩pmγ +

+ b4k1< ⟨Pu⟩pγ ≤ (a4+ b4)k1||Pu||pγ , то

||u||ptmγ ≤ (a4+ b4)k1||Pu||pγ , т. е. оператор P :Bpt
mγ →Bp

γ корректен.

Теорема доказана.
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ABOUT SOME LINEAR DIFFERENTIAL OPERATORS IN THE SPACES OF
BESOV-SOBOLEV TYPE

c⃝ V.M. Tyurin

The problem of invertibility of linear differential operators with partial derivatives of Besov
type is studied.
Key words: well-posed operator, functional spaces.
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