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Рассмотрено обыкновенное дифференциальное уравнение с сингулярным дифференциальным оператором Бес-

селя. Для исследования возможных решений применяется «полное преобразование Фурье–Бесселя», введенное 
И.А. Киприяновым и В.В. Катраховым. Методика исследований проверяется на известных решениях полигар-

монического оператора и B-полигармонического оператора.  

 

 

Известно, что при исследовании задач теории 

функций и дифференциальных уравнений с сингуляр-

ным дифференциальным оператором Бесселя  
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(или оператором типа 
p d

x dx
) роль преобразований 

Фурье с успехом выполняет преобразование Фурье–

Бесселя следующего вида [1–2]. 
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Обратное преобразование определяется равенством 
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В этих равенствах ядро  pj x  – j-функция Бессе-

ля, связанная с функцией Бесселя первого рода  J xp  

равенством  
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Но j-функция Бесселя – четная функция, и поэтому 

преобразование (1) применяется лишь для работы с 

четными функциями f (как косинус-преобразование 

Фурье.) Другое сильное ограничение для применения 

преобразования (1) – оно приспособлено лишь для опе-

раторов «четного порядка» типа 
m

Bx  [3; 4]. Ситуация, 

когда в уравнении присутствуют «нечетные» произ-

водные (например, градиент функции), не такая уж 

редкая, скорее наоборот, поскольку эта ситуация более 

общая. Мы используем введенное И.А. Киприяновым и 

В.В. Катраховым в работе [1] преобразование Фурье–

Бесселя общего вида, ядро которого содержит «четное» 

 j xp  и «нечетное» 
 

 1
2 1

x
i j xp

p



 свои со-

ставляющие. 

Практическое применение общего преобразования 

Фурье–Бесселя потребует следующие факты: обрати-

мость общего преобразования Фурье–Бесселя в соот-

ветствующем классе весовых распределений; формулы 

представления дифференциальных операций в образах 

Фурье–Бесселя. 

Общее прямое и обратное преобразование Фу-

рье–Бесселя введем по формулам, соответственно 
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Заметим, что здесь, в отличие от работы [1], мы ис-

пользуем нормирующий коэффициент 
 

1

2 1p 
 перед 

нечетной составляющей ядра. Это сделано для удобст-

ва работы с дифференциальными операторами. 

 

Теорема 1 (теорема обращения [4]). 

Пусть  2 1
p

f L R


 . Тогда имеет место формула 

обращения  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для четных функций фор-

мула обращения получена И.А. Киприяновым [2]. По-

этому нам достаточно доказать формулу обращения в 

случае применения преобразования Фурье–Бесселя к 

нечетной функции. Так же, как и в [2], мы используем 

формулу обращения преобразования Ганкеля 

 

          
1/2

ˆ ,
0

H f x J x f x dx fp p


    

           (6) 

          
1/21 ˆ .

0
H f x x J x f d f xp p


           (7) 

 

В случае применения преобразования Фурье–

Бесселя к нечетной функции формулу (5) рассмотрим 

на основе функции 
1J p

. Заменим функцию Бесселя 

первого рода 
1J p  

нормированной функцией Бесселя 

1j p
 по формуле (2), а функцию f  – на функцию 
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p
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Обращая полученное равенство по формуле (7), 

имеем 
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Если предположить функцию f нечетной, то, рас-

пространяя интегрирование по всей прямой, из этого и 

предыдущего рассуждений получаем две формулы  
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которые и представляют собой формулы нечетного 

преобразования Фурье–Бесселя и ее обращения. Ана-

логично доказывается второе из равенств (5). 

Доказательство закончено.  

На основе аналогичной теоремы Планшереля для 

преобразования Ганкеля [6] получена формула План-

шереля–Парсеваля для полного преобразования Фу-

рье–Бесселя 
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работе она не используется, поэтому ее доказательство 

в этой работе не приводим. 

Дифференциальные операции с оператором Бес-

селя. Введем обозначение: .
d

D
dx

  В этих обозначе-

ния оператор Бесселя запишем следующим образом  
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Пусть f – четная по x функция, принадлежащая 

пространству Шварца основных функций. Тогда  
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Действительно, для четной составляющей преобра-

зования B  равенство  2
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[2]. Но отсюда сразу вытекает равенство 

   2
Bf fB B    . 

Рассмотрим нечетную составляющую в равенстве 

(4). Имеем 
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Интегрируя по частям, получим 
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Теперь, распространяя интегрирование на 

 ,   и добавляя нечетную составляющую преоб-

разования ,B  получим формулу (9).  

Как следствие формул (8) и (9) получаем для цело-

го числа m  
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Пусть  
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, где a  – постоян-
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задается равенст-

вом 
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тогда из (10), (11) следует, что в образах полного пре-

образования Фурье–Бесселя действие этого оператора 

примет вид 

 

        .L D f L i fB B B         

 

В этой формуле заложено начало нового операци-

онного исчисления, но оно имеет одну странную осо-

бенность. Применение этого оператора возможно толь-

ко к четным функциям. 

Введем весовую линейную форму  
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которую при необходимости будем понимать в смысле 

главного значения. 

Через  2 1
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ных по переменной x функций f , для которых 
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С этой нормой пространство  2 1
p

L R


 – банахово 

[2]. 

Теорема 2. Пусть регулярная весовая обобщенная 

функция f принадлежит пространству медленно рас-

тущих распределений 
/

S , а функция 
 

1

L i
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мультипликатором этого пространства, тогда весовая 

обобщенная функция  
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является решением уравнения  L D u fB  . 

Доказательство основано на непосредственной под-

становке решения в последнее уравнение. 

Теорема 3 [7]. Пусть  Ф RN


 – основное про-

странство функций с непрерывным обобщенным сдви-

гом, FB и
1

FB


 – прямое и обратное преобразования 

Фурье–Бесселя и       , .R F Ф RN B N
 

        

Если регулярное распределение g  является муль-

типликатором в пространстве  RN


 , то распреде-

ление  1
F g f


  – обобщенный свертыватель в 

пространстве  Ф RN


 , и для любого распределения 

   1f Ф RN


  имеет место формула 

    .1 1F f f F f F fB B B      
  

Из теоремы 2 и из теоремы 3 вытекает следующая 

теорема. 

Теорема 4. Пусть регулярная весовая обобщенная 

функция f  принадлежит пространству медленно рас-

тущих распределений S , а функция 
 

1

L i
 является 

мультипликатором этого пространства. Тогда решение 

уравнения  L D u fB   имеет следующее представ-

ление в виде обобщенной свертки 
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ОБЫКНОВЕННЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

Пусть  v 1S Re  – основное пространство функций, 

состоящих из четных функций пространства Л. Швар-

ца. Через 
/
vSe  обозначим соответствующее весовой 

линейной форме (12) множество обобщенных функций 

над vSe . Пусть   – весовое распределение Дирака, 

действующее по формуле 
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x x x dx
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Фундаментальным решением оператора  L DB  

называется весовое распределение  x , удовлетво-

ряющее уравнению 

 

  ,L DB                                                             (13)   

 

т. е. для любого  , принадлежащего  v 1S Re , вы-

полнено равенство 
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Лемма 1. Для того чтобы обобщенная функция 

/
vu Se   была фундаментальным решением опера-

тора  ,L DB  необходимо и достаточно, чтобы ее чет-

ное преобразование Фурье–Бесселя удовлетворяло 

уравнению 

 

     1,L i FB                                                      (14) 

 

где  
2

0

m

L a 
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 


 . 
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Raihelgauz L.B. INFORMATION ABOUT USE OF EVEN 

AND ODD TRANSFORMATION OF FOURIER-BESSEL TO 

STUDY SOME SINGULAR DIFFERENTIAL EQUATION 

The ordinary differential equation with singular differential 
operator of Bessel is considered. To research possible decisions 

“full transformation of Fourier-Bessel” introduced by I.A. Ki-

priyanov and V.V. Katrakhov is applied. The methods of re-
searches is checked on known decisions of poligarmonic opera-

tor and the B-polyharmonious operator. 

Key words: full transformation of Fourier-Bessel; even and 
odd component; singular differential equations. 
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