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Приведено решение задачи Коши для общего уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу для случая, когда параметр 

оператора Бесселя, действующего по времени, принимает любые вещественные значения. 
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Классическое уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу 

имеет вид  
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Оператор, действующий по переменной t в (1), 

называется оператором Бесселя, и для него принято 

обозначение 
tt

k

t
B tk









2

2

=)(  [1, с. 3]. 

Уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу при 1=n  

впервые было рассмотрено Л. Эйлером [2, р. 227] и 

позднее исследовано С.Д. Пуассоном [3], Б. Риманом 

[4] и Ж. Дарбу [5; 6, с. 532, 7, с. 527]. Многомерное 

уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу (1) рассмотрено, 

например, в [8–9]. В [10; 11, р. 243; 12] рассмотрены 

различные подходы к решению задачи Коши для 

общего уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу вида  
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В приведенных работах не было получено решение 

(2)–(3) при 5,...3,1,= k . В этой статье мы 

рассмотрим подход к решению задачи (2)–(3), 

отличный от подходов, использующихся в [10] и в [11] 

при всех  << k . 

Пусть 0}>,0,>,),,(={= 11 nnnn xxxxx  RR 
 

и   открытое множество в nR , симметричное 

относительно каждой гиперплоскости 0=ix , 

ni 1,...,= , 


  n=  и 


  nR= , где 

0}.,0,,),,(={= 11 
nnnn xxxxx  RR

 
Имеем 


  nR  и 


  nR . Рассмотрим множество 

}.{,)(  NmCm

 
Через )( 

mC  обозначим 

подмножество функций из )( 
mC  таких, что все 

существующие производные этих функций по ix  для 

любого ni 1,...,=  непрерывно продолжаются на 

0=ix . Функции )(  mCf  мы будем называть 

четными по переменной ix , ni 1,...,= , если 

0=
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 для всех неотрицательных целых 

2

1


m
k  [1, с. 21]. Класс )( m

evC  состоит из 

функций из )( 
mC , четных по каждой из своих 

переменных ix , ni 1,...,= . Мультииндекс 

),,(= 1 n   состоит из положительных 

фиксированных чисел 0>i , ni 1,...,=  и 

.|=| 1 n   

В статье будем рассматривать многомерное 

уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу, в котором по 

каждой переменной действует оператор Бесселя:  
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Обозначим через ),(= txuu kk
 решение уравнения 

(4). Для решения уравнения (4) имеют место две 

фундаментальные рекуррентные формулы  

 

,= 21 kkk utu 

                                                                
(6) 

 

.= 2kk
t tuu

                                                                      
(7) 

 

Эти рекуррентные формулы позволят при помощи 

решения 
ku  уравнения (4) получить решение того же 

уравнения, но с параметром 2k  и k2  

соответственно. Обе формулы присутствуют в статье 

А. Вайнштейна [13], но для частного случая. Формула 

(6) доказана в [10]. Формула (7) доказывается 

аналогично формуле для решения классического 

уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу [13]. В моногра-

фии [11] приведены обобщения соотношений (6)–(7) и 

подобных соотношений для случая более общих урав-

нений, которые, однако, не включают рассмотренные в 

данной работе случаи. 

В пространстве 

nR  применяется многомерный 

обобщенный сдвиг, отвечающий мультииндексу   

вида ,...= 1
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где каждый из одномерных 

обобщенных сдвигов определен выражением  
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На основе смешанного обобщенного сдвига 
tT  кон-

струируется весовое сферическое среднее функции :f   
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 |)(| 1 nS  вычисляется по формуле:  
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[14, с. 20, формула (1.2.5)], где надо положить nN = ). 

Конструкции многомерного обобщенного сдвига и 

весового сферического среднего представляют собой 

операторы преобразования [15–16]. 

В [17] доказано, что весовое сферическое среднее 

любой дважды непрерывно дифференцируемой 

функции )(= xff , четной по каждой из своих 

независимых переменных nxx ,,1  , удовлетворяет 

задаче Коши  
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Будем искать решение задачи Коши  
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Пусть ||> nk , )',,...,(= 11  nn , 0>'1n . 

Рассмотрим уравнение вида  
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с начальными условиями ),,...,(=,0),...,( 11111  nn xxfxxu
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  111 ),...,(= nnxxx R . При 

'|||=|= 1 nnnk  решением этой задачи 
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Положим ),,...,(=,0,...,0),...,( 111 nn xxfxxf где f – 

функция из начального условия (13). Таким образом, u , 

определяемая формулой (14), оказывается функцией, 

зависящей только от nxx ,...,1 , удовлетворяющей 

уравнению (12) и условиям (13). Имеем 
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Перепишем теперь интеграл по части сферы )(1 mS
 в 

виде интеграла по части сферы )(1 nS
. Запишем 

поверхностный интеграл через кратный интеграл: 
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Хотя (15) было получено как решение задачи (12)–

(13) при ||> nk  непосредственная подстановка 

(15) в (12)–(13) при ||<1||  nkn  дает, что 

(15) является решением (12)–(13) и при 

||<1||  nkn .  

В случае, когда 1||< nk , 5,...3,1, k , 

используем рекуррентные формулы (6) и (7). Выберем 

положительное целое число m  такое, что 

1||2  nmk . Найдем решение задачи Коши  
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По формуле (15) имеем  
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Используя (6), получим .= 22212 mkmkmk uut 

Применяя к последней формуле m  раз формулу (7), 

будем иметь .=)( 2212 kmkmk
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Применяя 

к полученному выражению (6), запишем  
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что и дает решение (12)–(13) при 1||< nk , 

5,...3,1, k ,. Вспомнив, что для того чтобы 

рассмотренное 
mku 2

 было решением (16)–(17), 

достаточно, чтобы f  имело непрерывную вторую 

производную. Для получения решения 
ku  в 

рассмотренном случае достаточно, чтобы f  имела не 

менее 3)(
2

1
 kn  непрерывных производных. В этом 

случае решение рассматриваемой задачи имеет тоже 

3)(
2

1
 kn  непрерывных производных. 

Получим, наконец, решение задачи Коши (12)–(13) 

для общего уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу при 

5,...3,1,= k . В этом случае решение задачи Коши 

ku  существует, когда f  имеет 3)(
2

1
 kn  

непрерывных производных. Однако частные 

производные 
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1

 этого решения стремятся к 

бесконечности при 0=t  со скоростью tlog , хотя 

)(xf  – В-полигармоническая порядка 
2

1 k
. 

В-полигармоническая функция порядка p  

функция ),...,(=)( 1 nxxfxf  действительных 

переменных, определенная в области пространства  

n , имеющая непрерывные частные производные до 

m2 -го порядка включительно и удовлетворяющая 

всюду в рассматриваемой области В-полигар- 

моническому уравнению 0,=um
  где   – оператор 

(5). Оператор 
m
  был рассмотрен в [1] и в [14] (см. 

также ссылки в этих книгах). 

Исключительно важная роль В-полигармонических 

начальных условий может быть показана следующим 

образом. Пусть сначала 1= k . Предположим, что 
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То, что 0=,0)(1 xu , показывает, что )(xf  должна 

быть такой, что 0=f . Таким образом, 

).(=),(1 xftxu
 При 3= k  имеем 
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 Тогда из общего уравнения 

Эйлера–Пуассона–Дарбу при 3= k  получим  
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Из (7) следует, что 
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все нечетные производные 
3u  обращаются в нуль при 

0=t , то 
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 тоже существует при 0=t . 

Поскольку 0=,0)(1 xu
 , то из (19) следует, что 
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  . Это наблюдение 

обобщается на все исключенные случаи. Тогда 

решение задачи Коши дается формулой  
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В заключение следует отметить, что анализ много-

численных методов в теории дифференциальных урав-

нений с операторами Бесселя показывает, что почти 

все они в явной или неявной формах являются специ-

альными вариантами применения метода операторов 

преобразования, который проявляет себя в форме ис-

пользования интегральных уравнений и представлений 

решений, функций Грина, метода вариации постоян-

ных, формул спуска по параметрам, сплетающих соот-

ношений между решениями возмущенных и невозму-

щенных уравнений и т. д. При этом важную роль игра-

ют специальные классы операторов преобразований:  

 

Сонина и Пуассона, а также их обобщения – Бушмана 

и Эрдейи. По поводу приложений теории операторов 

преобразования к дифференциальным уравнениям с 

операторами Бесселя [11; 15–16; 18–20]. 
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