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Исследуется задача Геллерстедта для уравнения смешанного типа с оператором
Лаврентьева–Бицадзе в главной части и переменным отклонением аргумента. Доказа-
на теорема единственности без ограничения на величину отклонения. Найдены в явной
форме интегральные представления решений в области эллиптичности и гиперболич-
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1. Постановка задачи.

В смешанной области D=D+ ∪D− ∪ I , где

D+ =
2∪

k=0

D+
k ∪ J = {(x, y) : 0 < x <

√
3τ, 0 < y < h} (0 < h, τ ≡ const)

и D−=
2∪

k=0

D−k — эллиптическая и гиперболическая части области D , причем

D+
k = {(x, y) :

√
kτ < x <

√
k + 1τ, 0 < y < h} (k = 0, 1, 2),

D−k = {(x, y) : −y +
√
kτ < αk1(x) < y +

√
k + 1τ, (

√
k −
√
k + 1)τ/2 < y < 0}

(k = 0, 1, 2),

I = {(x, y) : 0 < x <
√
3τ, y = 0} =

2∪
k=0

Ik,

Ik = {(x, y) :
√
kτ < x <

√
k + 1τ, y = 0} (k = 0, 1, 2),

J =

2∪
k=1

Jk, Jk = {(x, y) : x =
√
kτ, 0 < y < h} (k = 1, 2),

α0
1(x) = x, α1

1(x) =
√
x2 − τ2, α2

1(x) = α1(α1(x)) =
√
x2 − 2τ2,

рассмотрим уравнение

Lu(x, y)≡uxx(x, y)+ sgn(y)uyy(x, y)=

=H(x− τ)u(
√
x2− τ2, y)+H(

√
2τ −x)u(

√
x2+ τ2, y),

(1)
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где H(ξ) — функция Хевисайда.
Пусть Dk =D+

k ∪D
−
k ∪ Ik(k=0, 1, 2). Тип функционального запаздывания и опережения

следует из представлений

u(
√
x2 − τ2, y) = u(x− (x−

√
x2 − τ2), y) = u(x− τ1(x), y) = Rτ1(x)x u(x, y),

u(
√
x2 + τ2, y) = u(x+ (

√
x2 + τ2 − x), y) = u(x+ τ2(x), y) = R−τ2(x)x u(x, y),

где R
θ(t)
x — оператор сдвига по переменной x : Rθxq(x, y)= q(x− θ(t), y) :

τ1(x) = x−
√
x2 − τ2 > 0, τ2(x) =

√
x2 + τ2 − x > 0.

Задача G . Найти в области D функцию u(x, y)∈C(D̄)∩C1(D\J)∩C2(D\(I ∪ J)), удо-
влетворяющую уравнению (1), краевым условиям

u(0, y) = u(
√
3τ, y) = 0, 0 ≤ y ≤ h, (2)

u(x, h) = φ(x), 0 ≤ x ≤
√
3τ, (3)

u(x,−αk1(x)) = ψk(x),
√
kτ < x < (

√
k +
√
k + 1)τ/2 (k = 0, 2), (4)

u(x, α1(x)− τ) = ψ1(x), (1 +
√
2)τ/2 < x <

√
2τ, (5)

условиям сопряжения
u(x, 0−) = u(x, 0+) = ω(x), 0 ≤ x ≤

√
3τ ; (6)

uy(x, 0−) = uy(x, 0+) = ν(x), 0 < x <
√
3τ, x ̸= τ,

√
2τ ; (7)

условиям согласования

φ(0) = φ(
√
3τ) = ψ0(0) = 0, ψ1(

√
2τ) = ψ2(

√
2τ),

где φ(x), ψk(x) (k=0, 1, 2) — заданные непрерывные достаточно гладкие функции.

2. Общее решение уравнения (1)

Уравнение (1) в терминах функций

u±k (x, y) = u(x, y), (x, y) ∈ D±k (k = 0, 1, 2) (8)

можно записать в форме системы

Lū±(x, y) = Aū±(x, y), (x, y) ∈ D+
0 ,

где

ū±(x, y) = (u±0 (x, y), u
±
1 (α

1
2(x), y), u

±
2 (α

2
2(x), y))

Т, A =

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , (9)

которая в характеристических переменных

ξ = x+ y
√
−sgny, η = x− y

√
−sgny (10)

будет иметь вид матричного уравнения

4ū±ξη(ξ, η) = Aū±(ξ, η).
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Решение этого уравнения, найденное методом последовательных приближений или с помо-
щью [1, с. 67–68], можно представить формулой

ū±(ξ, η)= ū±(0, 0)J0(i
√
Aξη)+

ξ∫
0

J0(i
√
Aη(ξ− t))Φ̄±1 (t)dt+

+

η∫
0

J0(i
√
Aξ(η− t))Φ̄±2 (t)dt,

(11)

где Φ̄±1 (t), Φ̄
±
2 (t) — произвольные дважды непрерывно дифференцируемые вектор–функции;

i=
√
−1,J0(z)=

+∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k/(k!Γ(k+1)) — функция Бесселя [2, с.727] первого рода нуле-
вого порядка.

Поскольку матрица A из (9) имеет различные собственные значения λ1 =0, λ2,3 =±
√
2 ,

то она приводима к диагональному виду, то есть существует матрица TA(|TA| ̸=0) такая, что

T−1A ATA=ΛA=

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 , причем

TA =

 1
√
2 −

√
2

0 2 2

−1
√
2 −

√
2

 , T−1A =
1

4
√
2

2
√
2 0 −2

√
2

1
√
2 1

−1
√
2 −1

 .

Значит,

J0(i
√
At)=J0(i

√
TAΛAT

−1
A t)=TAJ0(i

√
ΛAt)T

−1
A =

=TA

J0(i√λ1t) 0 0
0 J0(i

√
λ2t) 0

0 0 J0(i
√
λ3t)

T−1A =

=
1

4
√
2

 2
√
2+
√
2γ2(t) 2γ1(t) −2

√
2+
√
2γ2(t)

2γ1(t) 2
√
2γ2(t) 2γ1(t)

−2
√
2+
√
2γ2(t) 2γ1(t) 2

√
2+
√
2γ2(t)

 ,

(12)

где
γn(t) = J0(i

√
λ2t) + (−1)nJ0(i

√
λ3t) (n = 1, 2). (13)

Поэтому из равенства (11) в силу (12), (13) и возвращения к старым переменным по фор-
мулам (10) найдем общее решение уравнения (1) в форме

ū±k (α
k
2(x), y)=λ

(1−(−1)k)/2
2

z±0∫
0

Φ±1 (t)J0(i
√
λ2z̄
±
0 (z

±
0 − t))dt+

+λ
(1−(−1)k)/2
2

z̄±0∫
0

Φ±2 (t)J0(i
√
λ2z
±
0 (z̄

±
0 − t))dt, (x, y)∈D

±
0 (k=0, 1, 2),

(14)

где Φ±1 (t),Φ
±
2 (t) — произвольные дважды непрерывно дифференцируемые функции;

z+0 = x+ iy, z̄+0 = x− iy; z− = x+ y, z̄−0 = x− y,
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причем
α0
2(x) = x, α1

2(x) = α2(x) =
√
x2 + τ2, α2

2(x) = α2(α2(x)) =
√
x2 + 2τ2

и
u±k (
√
k+1τ − 0, y)=u±k+1(

√
k+1τ +0, y)= 0, 0≤ y≤h;

∂

∂x
(u±k (

√
k+1τ − 0, y)) ̸= ∂

∂x
(u±k+1(

√
k+1τ +0, y)), 0<y<h(k=0, 1).

(15)

3. Однозначная разрешимость задачи G

Т е о р е м а 1. Если φ(x) ∈ C[
√
kτ,
√
k+1τ ] ∩ C2(

√
kτ,
√
k+1τ) (k = 0, 1, 2), ψk ∈

∈ C[
√
kτ, (
√
k+
√
k+1)τ/2]∩C2(

√
kτ, (
√
k+
√
k+1)τ/2)(k=0, 2), ψ1 ∈C[(1 +

√
2)τ/2,

√
2τ ]∩

∩ C2((1+
√
2)τ/2,

√
2τ) абсолютно интегрируемы на своих промежутках; φ(0)=φ(

√
3τ) =

= ψ0(0)=0, ψ1(
√
2τ)=ψ2(

√
2τ) и ψ′k(x) при x→

√
kτ(k=0, 2), ψ′1(x) при x→

√
2τ допуска-

ют интегрируемую особенность, то существует единственное решение u(x, y) задачи G .
Единственность решения задачи G следует из утверждений.
Л е м м а 1. Если u(x, y) — решение уранения (1) в области D− =

∪2
k=0D

−
k из класса

C(D̄−)∩C2(D−), обращающееся в нуль на характеристиках

y = −αk1(x),
√
kτ < x < (

√
k +
√
k + 1)τ/2(k = 0, 2), y = α1(x)− τ,

(1 +
√
2)τ/2 < x <

√
2τ,

то

β =

√
3τ∫

0

ω(x)ν(x)dx ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы аналогично приведенному в [4, с. 128–130] (по схеме
[5, с. 491–493]).

Л е м м а 2. Если u(x, y) — решение уравнения (1) в области D+ из класса C(D̄+)∩
∩ C2(D+\J), обращающееся в нуль при x=

√
kτ(0≤ y ≤ h)(k = 0, 1, 2, 3; в силу (2) и (15))

y=h(0≤x≤
√
3τ) , то β≤ 0 и

β +

∫∫
D+

[u2x(x, y) + u2y(x, y) + γ2(x, y)]dxdy = 0, (16)

где

γ2(x, y) =

(
1 +

x√
x2 − τ2

)
H(x− τ)u(x, y)u(

√
x2 − τ2, y) ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о получим из тождества

u(x, y)[Lu(x, y)−H(x− τ)u(
√
x2 − τ2, y)−H(

√
2τ − x)u(

√
x2 + τ2, y)] =

= (u(x, y)ux(x, y))x + (u(x, y)uy(x, y))y − u2x(x, y)− u2y(x, y)−

−H(x− τ)u(x, y)u(
√
x2 − τ2, y)−H(

√
2τ − x)u(x, y)u(

√
x2 + τ2, y) = 0,

интегрируя которое по области

D+
ε = {(x, y) : 0 < x <

√
3t, ε < y < h}(0 < ε ≡ const),
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применяя формулу Грина [6, с.541] и условия леммы, в пределе при ε→ 0, в силу равенства∫∫
D+

ε

H(
√
2τ − x)u(x, y)u(

√
x2 + τ2, y)dxdy =

=

∫∫
D+

ε

H(x− τ)u(
√
x2 − τ2, y)u(x, y) x√

x2 − τ2
dxdy,

будем иметь (16) и

γ2(x, y) =
1

2

(
1 +

x√
x2 − τ2

)
H(x− τ)

[
u2(x, y) + u2(

√
x2 − τ2, y)−

−
(
u(x, y)− u(

√
x2 − τ2, y)

)
2

]
> 1

2

(
1 +

x√
x2 − τ2

)
H(x− τ)

[
u2(x, y)+

+

( √
3τ∫

√
x2−τ2

|uξ(ξ, y)|dξ
)

2 −
( x∫
√
x2−τ2

|uξ(ξ, y)|dξ
)

2

]
> 0.

Вопрос существования решения задачи G в области D =D0 ∪D1 ∪D2 ∪ J связан
с построением в Dk =D+

k ∪D
−
k ∪ Ik(k = 0, 1, 2), на основании общих решений (14) функ-

ций u±k (x, y), (x, y)∈D±k (k=0, 1, 2), удовлетворяющих условиям (2)–(7), (8), (15) в которых
φ(x), ψk(x)(k=0, 1, 2) заданы, а ω(x), ν(x) подлежат определению. Для этого достаточно ре-
шить задачу G для уравнения (1), например, в области D2 =D+

2 ∪D
−
2 ∪ I2 , то есть найти

u±2 (α
2
2(x), y), (x, y)∈D0 при условиях, согласно (2)–(7), (15):

u+2 (α
2
2(x), h) = φ(α2

2(x)), 0 ≤ x ≤ τ, (17)

u+2 (α
2
2(0), y) = u+2 (α

2
2(τ), y) = 0, 0 ≤ y ≤ h, (18)

u−2 (α
2
2(x),−x) = ψ2(α

2
2(x)) = 0, 0 < x < τ/2, (19)

u−2 (α
2
2(x), 0−) = u+2 (α

2
2(x), 0+) = ω(α2

2(x)), 0 ≤ x ≤ τ, (20)

u−2y(α
2
2(x), 0−) = u+2y(α

2
2(x), 0+) = ν(α2

2(x)), 0 < x < τ, (21)

φ(α2
2(0)) = φ(α2

2(τ)), ω(α
2
2(0)) = ω(α2

2(τ)) = ψ2(α
2
2(0)) = 0.

Задача Коши. Найти в области D−2 решение u−2 (x, y) уравнения (1)из класса C(D̄−2 )∩
∩ C2(D−2 ), удовлетворяющее условиям (20), (21), то есть

u−2 (α
2
2(x), 0−) = ω(α2

2(x)), 0 ≤ x ≤ τ,

u−2y(α
2
2(x), 0−) = ν(α2

2(x)), 0 < x < τ,

где ω(α2
2(x)), ν(α

2
2(x)) — непрерывные достаточно гладкие функции, причем ω(α2

2(0)) =
= ω(α2

2(τ))= 0.
Т е о р е м а 2. Если ω(α2

2(x))∈C[0, τ ]∩C2(0, τ), ν(α2
2(x))∈C1(0, τ), ω(α2

2(0))=ω(α
2
2(τ))=0,

то существует единственное решение задачи Коши u−2 (x, y)∈C(D̄
−
2 )∩C2(D−2 ) вида

u−2 (α
2
2(x), y)=

1

2

x+y∫
0

J0(i
√
λ2(x− y)(x+ y− t))[p′(t)+ r(t)]dt+

+
1

2

x−y∫
0

J0(i
√
λ2(x+ y)(x− y− t))[p′(t)− r(t)]dt, (x, y)∈D−0 ,

(22)
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где

p(x) = ω(α2
2(x)) +

x∫
0

ω(α2
2(ξ))

x

ξ

∂

∂x
I0(i

√
λ2ξ(x− ξ))dξ, (23)

r(x) = ν(α2
2(x)) +

x∫
0

ν(α2
2(ξ))

∂

∂x
I0(i

√
λ2ξ(x− ξ))dξ. (24)

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (14), аналогично [7].
Функциональное соотношение между ω(α2

2(x)) и ν(α2
2(x)), принесенное на линию из-

менения типа уравнения (1) y = 0, 0< x< τ, получим из (22), полагая y =−x и учитывая
условие (19) задачи G :

ψ2(α
2
2(x)) =

1

2

2x∫
0

[p′(t)− r(t)]dt, 0 < x < τ/2,

или, после замены x на x/2 и дифференцирования,

p′(t) = r(x) + 2(ψ2(α
2
2(x/2)))

′, 0 < x < τ. (25)

Выражение (25) является искомым функциональным соотношением.
Задача Дирихле. В области D+

2 найти решение u+2 (x, y)∈C(D̄
+
2 )∩C2(D+

2 ) уравнения
(1), удовлетворяющее условиям (17), (18), (20), то есть

u+2 (α
2
2(x), h) = φ(α2

2(x)), 0 ≤ x ≤ τ,

u+2 (α
2
2(0), y) = u+2 (α

2
2(τ), y) = 0, 0 ≤ y ≤ h,

u+2 (α
2
2(x), 0+) = ω(α2

2(x)), 0 ≤ x ≤ τ,

где φ(α2
2(x)), ω(α

2
2(x)) — непрерывные достаточно гладкие функции, причем ω(α2

2(0)) =
= ω(α2

2(τ))=φ(α2
2(0))=φ(α2

2(τ))= 0.
Т е о р е м а 3. Если φ(α2

2(x)), ω(α
2
2(x)) ∈ C[0, τ ] ∩ C2(0, τ) и ω(α2

2(0)) = ω(α2
2(τ)) =

= φ(α2
2(0))=φ(α

2
2(τ))=0, то существует единственное решение u+2 (x, y)∈C(D

+
2 )∩C2(D+

2 )
задачи Дирихле вида

u+2 (α
2
2(x), y)=

x+iy∫
0

J0(i
√
λ2(x− iy)(x+ iy− t))

[
p′(t)−

−
+∞∑
k=0

R2ikh
t (p′(t)−Riht β′(t))

]
dt+

x−iy∫
0

J0(i
√
λ2(x+ iy)(x− iy− t))×

×
[ +∞∑
k=0

R2ikh
t (p′(t)−Riht β′(t))

]
dt, (x, y)∈D+

0 ,

(26)

где

β(x) = φ(α2
2(x)) +

i
√
x2 + h2

2

1∫
0

φ(α2
2(xt)√

t(1− t)
I1(i

√
λ2(x2 + h2)(1− t))dt, (27)

а p(x) определяется равенством (23).
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Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (14), аналогично [7].
Найдем функциональное соотношение между ω(α2

2(x)) и ν(α2
2(x)), принесенное на

линию y=0, 0<x<τ.
Подставляя в равенство (14) условие (21), получаем уравнение

ν(α2
2(x)) =M+

0y(x, 0)−
x∫

0

M+
0y(t, 0)

t

x

∂

∂t
J0(i

√
λ2x(x− t))dt, 0 < x < τ,

обращая которое относительно M+
0y(x, 0) аналогично [1, с.49], придем к равенству

r(x) = ip′(x)− 2i

+∞∑
k=0

R2ikh
x p′(x) + 2i

+∞∑
k=0

Rih(2k+1)
x β′(x),

представимому в виде

(1−R2ih
x )r(t) = −i(1 +R2ih

x )p′(x) + 2iRihx β
′(x), 0 < x < τ. (28)

Выражение (28) является искомым функциональным соотношением.
Вопрос существования решения задачи G в области D2 =D+

2 ∪D
−
2 ∪ I2 сводится к

разрешимости системы функциональных соотношений (25), (28), то есть к разностному урав-
нению

(1+ iR2ih
x )r(x)= ρ(x)≡−(i+1)(1+R2ih

x )(ψ2(α
2
2(x/2)))

′+

+(i+1)Rihx β
′(x), 0<x<τ.

(29)

Решение разностного уравнения (29) можно записать [8] в виде

r(x)=

+∞∑
n=0

(−i)nR2ihn
x ρ(x)=−(ψ2(α

2
2(x/2)))

′+

+

τ∫
0

(ψ2(α
2
2(ξ/2)))

′G1(x, ξ)dξ+

τ∫
0

β′(ξ)G2(x, ξ)dξ, 0<x<τ,

(30)

где Gi(x, ξ)(i=1, 2) определяются аналогично [9].
Таким образом, учитывая (30) в (24), применяя формулы взаимного обращения получим

ν(α2
2(x)) = r(x)−

x∫
0

r(t)
t

x

∂

∂t
J0(i

√
λ2x(x− t))dt, 0 < x < τ. (31)

На основании свойств функций φ(α2
2(x)), ψ2(α

2
2(x)), входящих в (29), (30), из (31) следует,

что ν(α2
2(x))∈C1(0, τ).

Очевидно, интегрируя (25), подставляя p(x), r(x) из (23), (30), найдем ω(α2
2(x))∈C[0, τ ]∩

∩ C2(0, τ).
Подстановка функций ω(α2

2(x)) и ν(α2
2(x)) в формулы (22), (26) приводит к окончатель-

ному виду решения задачи Коши и задачи Дирихле в областях D−2 и D+
2 , то есть в области

D2=D+
2 ∪D

−
2 ∪ I2.
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