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Вычислены явно сплетающие операторы, дающие разложение на неприводимые состав-
ляющие тензорного произведения неприводимых конечномерных представлений груп-
пы SL(2,R) . Эти операторы оказываются дифференциальными операторами. Мы при-
меняем другой способ по сравнению с предыдущими работами.

Известно, что это тензорное произведение Tl⊗Tm неприводимых конечномерных пред-
ставлений представлений группы G = SL(2,R) со старшими весами l и m . раскладывается
следующим образом (для определенности будем считать l > m ):

Tl ⊗ Tm = Tl−m + Tl−m+1 + . . .+ Tl+m−1 + Tl+m.

Мы пишем в явном виде сплетающие операторы, дающие разложение на неприводимые
составляющие этого тензорного произведения, мы называем их преобразованиями Пуассона
и Фурье. Оказывается, что эти операторы являются дифференциальными операторами.
Мы используем другой способ по сравнению с [1], мы используем собственные векторы
произведения повышающего и понижающего операторов. Для преобразования Пуассона и
m = 1 этот способ был применен в [2]. Преобразование Фурье совпадает с точностью до
множителя со скобками Ранкина–Коэна.

§ 1. Преобразования Пуассона и Фурье

Группа G = SL(2,R) состоит из вещественных матриц второго порядка с определителем
единица:

g =

(
α β
γ δ

)
, αδ − βγ = 1.

Всякое конечномеpное неприводимое пpедставление Tk группы G задается числом k
(стаpшим весом), таким, что 2k ∈ N = {0, 1, 2, . . .} . Оно действует в пpостpанстве Vk
многочленов ϕ(x) от x степени 6 2k (так что dimVk = 2k + 1 ) по формуле

(Tk(g)ϕ) (x) = ϕ (x · g) (βx+ δ)2k, x · g =
αx+ γ

βx+ δ
,

мы считаем, что G действует справа. Тензорное произведение V lm = Vl ⊗ Vm состоит из
многочленов f(x, y) степени 6 2l по x и степени 6 2m по y . Пpедставление Tlm = Tl⊗Tm
гpуппы G действует в Vlm по фоpмуле

(T lm(g)f) (x, y) = f(x · g , y · g ) (βx+ δ)2l (βy + δ)2m .

Известно, что это тензорное произведение раскладывается в прямую однократную сум-
му:

T lm =
∑

k

Tk , (1.1)
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где k пробегает множество

l −m, l −m+ 1, . . . , l +m− 1, l +m. (1.2)

Чтобы упростить запись, мы не указываем зависимость от l,m – как в правой части (1.1),
так и в дальнейшем. Соответственно разложению (1.1) пространство V lm разлагается в
сумму подпространств:

V lm =
∑

k

Wk ,

инвариантных и неприводимых относительно T lm . Ограничение представления T lm на Wk

эквивалентно Tk . Обозначим для краткости

r = m− l. (1.3)

Мы будем использовать следующие обозначения для «обобщенных степеней»:

a[s] = a (a+ 1) . . . (a+ s− 1), a(s) = a (a− 1) . . . (a− s+ 1),

a[0] = a(0) = 1 , где a – число или оператор, s ∈ N .
Пусть k принадлежит множеству (1.2). Обозначим

j = l +m− k, (1.4)

так что 2l− j = k− r , 2m− j = k+ r . Рассмотрим операторы Mk : Vk → V lm и Fk : V lm →
→ Vk , сплетающие представления T lm и Tk , то есть

Mk Tk(g) = T lm(g)Mk , Tk(g)Fk = Fk T lm(g) ,

где g ∈ G . Мы называем операторы Mk и Fk преобразованиями Пуассона и Фурье, соот-
ветственно. Поскольку разложение (1.1) свободно от кратностей, образ оператора Mk есть
подпространство Wk , а оператор Fk исчезает на всех Ws , исключая Wk . Следовательно,
преобразования Mk и Fk определены однозначно с точностью до множителя. Композиция
FkMk есть скалярный оператор Vk (умножение на число). Сначала мы построим Mk , а
затем мы нормируем Fk так, чтобы FkMk = id , то есть Fk на Wk – обратный оператор
для Mk :

Fk = M−1
k на Wk. (1.5)

Многочлен f ∈ V lm восстанавливается по своим компонентам Фурье ϕk = Fkf следующим
образом:

f =
∑

Mkϕk .

Т е о р е м а 1.1. Сплетающие операторы Mk : Vk →Wk даются следующей формулой:

(Mkϕ) (x, y) =
k+r∑

s=0

(
k + r

s

)
(k − r + 1)[s] ×

× (y − x)2m−s
(
d

dx

)k+r−s
ϕ(x).

Отметим, что эти сплетающие операторы можно записать в виде композиции диффе-
ренциальных операторов первого порядка:

Mk = (y − x)l+m−k
{

(y − x)
d

dx
+ k − r + 1

}[k+r]

,
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а также с помощью одного дифференцирования:

(Mkϕ) (x, y) = (y − x)l+m+k+1

(
d

dx

)k+r
(y − x)−k+r−1 ϕ(x) .

Для функции f(x, y) мы используем обозначение

f (a,b) =
∂a+bf

∂xa ∂yb
.

Т е о р е м а 1.2. Преобразование Фурье Fk : V lm → Vk (напомним, что (1.5) выполня-
ется) дается следующей формулой. Пусть f(x, y) – многочлен из V lm . Тогда

(Fkf) (t) = ck

j∑

p=0

(−1)j−p
(

2l − j + p

p

)(
2m− p

j − p

)
f (j−p, p)(t, t), (1.6)

где j дается формулой (1.4) ,

c−1
k =

1

2k + 1
(l +m+ k + 1)(2m+1).

§ 2. Доказательство теоремы 1.1

Алгебра Ли g группы G состоит из вещественных матриц второго порядка со следом 0.
Базис в ней состоит из матриц:

L− =

(
0 0
1 0

)
, L1 =

(
1/2 0
0 −1/2

)
, L+ =

(
0 −1
0 0

)
. (2.1)

Соотношения коммутации таковы:

[L+, L−] = −2L1 , [L+, L1] = −L+ , [L1, L−] = −L− .

Элемент Казимира ∆g в g есть

∆g = (L1)2 + L1 − L−L+.

Представления алгебры g , порожденные представлениями группы G , мы обозначаем
теми же символами.

В представлении Tk базисным элементам из g отвечают операторы

Tk(L
−) =

d

dx
, Tk(L1) = x

d

dx
− k, Tk(L

+) = x2 d

dx
− 2k x,

элементу Казимира отвечает скалярный оператор (умножение на число):

Tk (∆g) = k(k + 1).

Следовательно, собственные числа элемента Казимира разделяют неприводимые представ-
ления.

Для упрощения записи обозначим

2l = λ, 2m = µ.
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Числа λ и µ – целые.
Разложим пространство V lm на подпространства Hq , q = 0, 1, . . . , λ + µ , собственные

для оператора

T lm(2L1) = 2x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
− λ− µ.

Подпространство Hq состоит из однородных многочленов от x, y степени однородности
q , принадлежащих V lm . Ограничение L1

q оператора T lm(L1) на Hq является скалярным
оператором:

2L1
q = 2q − λ− µ. (2.2)

Базис в Hq состоит из одночленов

xq, xq−1 y, xq−2 y2, . . . , xq−µ yµ,

причем подразумевается, что отсутствуют одночлены, содержащие xi , для которых i < 0
и i > λ . Следовательно, размерность пространства Hq равна µ+ 1 для µ 6 q 6 λ , равна
q + 1 для q 6 µ , равна λ+ µ− q + 1 для q > λ .

Оператор

T lm(L+) = x2 ∂

∂x
+ y2 ∂

∂y
− λx− µy

переводит Hq в Hq+1 , обозначим его ограничение на Hq через L+
q , а оператор

T lm(L−) =
∂

∂x
+

∂

∂y

переводит Hq в Hq−1 , обозначим его ограничение на Hq через L−
q . Поэтому оператор

Rq = L−
q+1 L

+
q

переводит Hq в себя.

Найдем собственные векторы и собственные значения оператора Rq .
Возьмем следующие базисы {ξ q, α} в Hq . Для q 6 λ полагаем

ξ q, α = (y − x)µ−α · xα−µ+q ,

здесь α = 0, 1, . . . , µ для µ 6 q 6 λ и α = µ− q, . . . , µ для q 6 µ . Для q > λ полагаем

ξ q, α = (y − x)µ−α · xα−µ+λ · yq−λ ,

здесь α = q−λ, . . . , µ . Операторы L+
q , L−

q действуют на эти базисы следующим образом:

L+
q ξ q, α =





(q − λ− α) ξ q+1, α − α ξ q+1, α−1 , q < λ,

(q − λ− α) ξ q+1, α , q > λ,
(2.3)

L−
q ξ q,α =





(α− µ+ q) ξ q−1, α , q 6 λ,

(α− µ+ q) ξ q−1, α + (α− µ+ λ) ξ q−1, α−1 , q > λ.
(2.4)

Поэтому

Rq ξ q,α =





(q − λ− α)(α− µ+ q + 1) ξ q, α − α(α− µ+ q) ξ q, α−1, q 6 λ,

(q − λ− α) [(α− µ+ q + 1) ξ q, α + (α− µ+ λ) ξ q, α−1] , q > λ.
(2.5)
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Эти формулы (2.5) показывают, что оператор Rq в базисе {ξ q, α} в Hq (индексы α распо-
ложены в возрастающем порядке) дается верхней треугольной двудиагональной матрицей.

Л е м м а 2.1. Пусть A – верхняя треугольная двудиагональная матрица порядка n :



a0 b0 0 . . . 0
0 a1 b1 . . . 0
0 0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 an



.

Она имеет следующие собственные векторы h0, h1, . . . , hn :

h0 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, . . .),

h1 = (b0, a1 − a0, 0, 0, 0, 0, 0, . . .),

h2 = (b0b1, (a2 − a0)b1, (a2 − a0)(a2 − a1), 0, 0, 0, 0, . . .),

. . .

Поэтому собственые векторы w q, α оператора Rq являются линейными комбинациями
векторов ξ q, i , i 6 α . Собственное число оператора Rq , соответствующее вектору w q, α ,
есть (q − λ − α)(α − µ + q + 1) . Нормируем w q, α так, чтобы последние коэффициенты
векторов w q, α , то есть коэффициенты при ξ q, α , не зависели от q . Тогда, как следует из
(2.2), (2.3), (2.4), операторы 2L1

q , L+
q , L−

q действуют на w q, α следующим образом:

2L1
q w q, α = (2q − λ− µ)w q, α , (6)

L+
q w q, α = (q − λ− α)w q+1, α , (7)

L−
q w q, α = (α− µ+ q)w q−1, α . (8)

Пусть k принадлежит множеству (1.2). Построим оператор Mk : Vk → V lm следующим
образом. Положим

α = k + r, (2.9)

см (1.3). Возьмем в Vk базис 1, x, x2, . . . , x2k . Оператор Mk сопоставляет одночлену xv

вектор w q, α , где
q = µ− α+ v = j + v, (2.10)

см. (1.4). В силу (2.6)–(2.8) действие на векторы w q, α операторов, отвечающих базисным
элементам (2.1) в представлении T lm , точно такое же, что и действие на одночлены xv

операторов, отвечающих тем же базисным элементам (2.1) в представлении Tk . Кроме то-
го, оператор, отвечающий элементу Казимира в представлении T lm , умножает w q, α на
k(k+1) , так что вектор w q, α принадлежит пересечению Hq ∩Wk . Следовательно, постро-
енный оператор есть сплетающий изоморфизм Mk : Vk →Wk .

Укажем явные выражения для w q, α . Для µ 6 q 6 λ , используя лемму 2.1, возьмем

w q, α =
α∑

i=0

(
α

i

)
(α− µ+ q)(α−i) (α− µ+ λ+ 1)[i] ξ q, i. (2.11)

Тогда для q > λ получим

w q, α = (λ− µ+ 2α)
s∑

i=0

(
s

i

)
(α− µ+ q − 1)(α−i−1) (α− µ+ q)[i] ξ q, q−λ+i ,
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где α = q − λ+ s , а для q < µ получим

w q, α =
s∑

i=0

(
s

i

)
α(s−i) (α− µ+ λ+ 1)[µ−q+i] ξ q, µ−q+i ,

где α = µ− q + s .

Укажем явные выражения для оператора Mk . Поскольку он – дифференциальный опе-
ратор, достаточно рассмотреть w q, α для µ 6 q 6 λ , см. (2.11). Используя (2.9) и (2.10),
мы представим ξ q, i в следующем виде

ξ q, i = (y − x)µ−i xi−µ+q

= (y − x)µ−i xi+v−α

=
1

v(α−i) · (y − x)µ−i
(
∂

∂x

)k+r−i
xv .

Подставляя это в (2.11), получим

Mk x
v =

k+r∑

i=0

(
k + r

i

)
(k − r + 1)[i] (y − x)µ−i

(
∂

∂x

)k+r−i
xv .

Это и доказывает теорему 1.1.

§ 3. Доказательство теоремы 1.2

Пространство H∗
q , сопряженное к Hq (над C ), состоит из линейных функционалов

z на Hq . Нам достаточно будет рассматривать основной случай, то есть µ 6 q 6 λ .
Пространство H∗

q можно отождествить с Cµ+1 следующм образом: значение функционала
z = (z0, z1, . . . , zµ) на многочлене f =

∑
cs x

q−s ys из Hq равно

〈z , f〉 =

µ∑

s=0

zs cs .

Возьмем базис в H∗
q , состоящий из функционалов

η q, j = (0(j), 1(j), 2(j), . . . , µ(j)), j = 0, 1, . . . , µ.

Функционал η q, j действует как дифференцирование:

〈η q, j , f〉 =

((
∂

∂y

)j
f

)
(1, 1). (3.1)

Сопряженные операторы (L−
q)

∗ , (L+
q)

∗ действуют на η q, j так:

(L−
q)

∗ η q, j = (q − j) η q−1, j ,

(L+
q)

∗ η q, j = (j − µ− λ+ q) η q+1, j + j (j − µ− 1) η q+1, j−1.

Поэтому
R∗
q η q, j = (q + 1 − j)

{
(j − µ− λ+ q) η q, j + j (j − µ− 1) η q, j−1

}
. (3.2)
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Формула (3.2) показывает, что оператор R∗
q в базисе {η q, j} в H∗

q дается верхней треуголь-
ной двудиагональной матрицей. Поэтому его собственые векторы z q, j являются линейными
комбинациями векторов η q, i , i 6 j . Мы получаем (с помощью леммы 2.1):

z q, j =

j∑

s=0

(−1)s
(
j

s

)
(µ− s)(j−s) (q − s)(j−s) (λ+ µ− j + 1)(s) η q, s .

Собственное число оператора R∗
q , соответствующее собственному вектору z q, j , есть

(q + 1 − j)(j − µ − λ + q) . Сравнивая с оператором Rq , видим, что это собственное число
совпадает с собственным числом оператора Rq , отвечающим вектору w q, α , где α = µ− j .
Поэтому базис {z q, j} ортогонален базису {w q, α} . Соотношения ортогональности таковы:

〈z q, j , w q, α 〉 =





εk, α = µ− j,

0, α 6= µ− j,
(3.3)

где

εk = (−1)j j!
(k − r + 1)[µ+1]

2k + 1
, j = l +m− k, (3.4)

см. (1.4), (1.3).

Собственный вектор z q, j порождает отображение Z k , k = l+m−j , пространства V lm
в пространство Vk , а именно, Z k сопоставляет многочлену f ∈ Hq одночлен

(Z kf) (x) = 〈 z q, j , f 〉 · xq−j .

Для f ∈ Hq имеем ((
∂

∂y

)s
f

)
(1, 1) · xq−s =

((
∂

∂y

)s
f

)
(x, x),

Поэтому, в силу (3.3) и (3.1), получаем

(Z kf) (x) =

j∑

s=0

(−1)s
(
j

s

)
(µ− s)(j−s) ×

× (λ+ µ− j + 1)(s)
(
∂

∂x

)j−s(( ∂

∂y

)s
f

)
(x, x) . (5)

Повторное дифференцирование здесь равно сумме:

j−s∑

p=0

(
j − s

p

)
f (p, j−p) (x, x).

Подставим это в (3.5) и изменим порядок суммирования. Мы получим

(Z kf) (x) =

j∑

p=0

f (p, j−p) (x, x)×

×
j−p∑

s=0

(−1)s
(
j

s

)(
j − s

p

)
(µ− s)(j−s) (λ+ µ− j + 1)(s) . (6)
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Внутренняя сумма здесь равна

(
j

p

)
(µ− j + 1)[p]

j−p∑

s=0

(
j − p

s

)
(µ− j + p+ 1)[j−p−s] (−λ− µ+ j − 1)[s] . (3.7)

Она сворачивается с помощью биномиальной формулы для обобщенных степеней, так что
(3.7) равно (

j

p

)
(µ− j + 1)[p] (−λ+ p)[j−p] ,

поэтому, по (3.6),

(Z kf) (x) =

j∑

p=0

(
j

p

)
(µ− j + 1)[p] (−λ+ p)[j−p] f (p, j−p) (x, x).

Заменим p на j − p , используем (−λ + j − p)[p] = (−1)p (λ − j + p)(p) и перейдем от
обобщенных степеней к биномиальным коэффициентам, получим:

(Z kf) (x) = j!

j∑

p=0

(−1)p
(
µ− p

j − p

)(
λ− j + p

p

)
f (j−p, p) (x, x). (3.8)

Из (3.3) следует, что отображение Z k обращается в нуль на всех векторах w q, α , для
которых α 6= µ − j , а вектор w q, µ−j оно переводит в εk · xq−j , см. (3.4). Следовательно,
отображение ε−1

k ·Z k является обратным отображением для преобразования Пуассона Mk :
Vk → Wk и потому совпадает с преобразованием Фурье Fk . Формула (3.8) дает формулу
(1.6), поскольку ε−1

k · j! = ck (−1)j .
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УСТОЙЧИВОСТЬ ОДНОГО ЛИНЕЙНОГО АВТОНОМНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С СОСРЕДОТОЧЕННЫМ И

РАСПРЕДЕЛЁННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

c© М.В. Мулюков

Ключевые слова: уравнения с запаздыванием; асимптотическая устойчивость; равно-
мерная устойчивость; эффективные признаки.
Для одного линейного автономного дифференциального уравнения с сосредоточенным
и распределённым запаздыванием получен критерий асимптотической и равномерной
устойчивости. Критерий представлен в виде области в пространстве коэффициентов
уравнения.

Рассмотрим функционально-дифференциальное уравнение

ẋ(t) + ax(t) + bx(t− h) + c

∫ t

t−2h
x(s)ds = 0, t > 0, (1)

где a, b, c ∈ R , h > 0 . При отрицательных значениях аргумента полагаем решение доопре-
делённым произвольной локально суммируемой функцией.

Уравнения, содержащие распределённое и сосредоточенное запаздывание, возникают
в результате линеаризации нелинейных моделей, описывающих, как правило, динамику
популяции. В работах [1–7] изучались уравнения, близкие к (1).

Уравнение (1) представляет интерес как самостоятельный объект исследования, так и
в связи с изучением системы двух линейных автономных дифференциальных уравнений с
сосредоточенным запаздыванием вида

ẏ(t) +Ay(t) +By(t− h) = 0, t > 0, (2)

где A,B — вещественные 2 × 2 -матрицы, удовлетворяющие условиям detA + detB =
= det(A+B) = 0 . Вопрос устойчивости системы (2) с теми или иными условиями рассмат-
ривался в работах [8–14].

Асимптотическая устойчивость, эквивалентная экспоненциальной в силу автономности,
для уравнения (1) и системы (2) означает, что все корни соответствующей характеристи-
ческой функции лежат слева от мнимой оси. Устойчивость по Ляпунову, эквивалентная
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