
ISSN 1810-0198 Вестник ТГУ, т. 22, вып. 3, 2017

УДК 517.275
DOI: 10.20310/1810-0198-2017-22-3-533-538

О СВОЙСТВАХ КВАДРАТИЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ
И УСЛОВИЯХ СУЩЕСТВОВАНИЯ ОБРАТНЫХ ФУНКЦИЙ

c© С. Е. Жуковский, Ч. T. Нгок, Л.И. Нгомиракиза

Российский университет дружбы народов
117198, Российская Федерация, г. Москва, ул. Миклухо-Маклая, 6
E-mail: s-e-zhuk@yandex.ru, ngoc2tt@gmail.com, nglain@yandex.ru

В работе исследованы свойства квадратичных отображений. Доказано, что квадра-
тичные отображения, не имеющие нетривиальных нулей, имеют нетривиальные непо-
движные точки. Получены достаточные условия существования обратной функции для
дважды дифференцируемого отображения, первая производная которого вырождается.
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Введение

В настоящей работе исследуются свойства квадратичных отображений вещественных ко-
нечномерных пространств. Напомним определение квадратичного отображения.

Отображение Q : Rn × Rn → Rk называется билинейным, если отображения Q[x, ·] и
Q[·, x] : Rn →Rk линейны для любого x ∈Rn . Пусть Q :Rn × Rn →Rk – билинейное отоб-
ражение. Оно называется симметричным, если Q[x, u]≡Q[u, x]. Пусть Q :Rn ×Rn →Rk –
симметричное билинейное отображение. Отображение, которое каждому вектору x∈Rn ста-
вит в соответствие вектор Q[x, x] , называется квадратичным отображением. Здесь и далее мы
будем обозначать символом Q и квадратичное отображение и порождающее его билинейное
отображение. При этом образ точки x∈Rn при квадратичном отображении будем обозначать
через Q(x), а образ точки (x, u)∈Rn ×Rn при билинейном отображении Q – через Q[x, u].
Отображение Q является квадратичным тогда и только тогда, когда существуют квадратич-
ные формы qj :Rn→R, j=1, k, такие что Q(x)≡ (q1(x), ..., qk(x)).

В первом параграфе настоящей работы мы изучим некоторые свойства квадратичных отоб-
ражений. В частности, получим условия существования нетривиальной неподвижной точки
для квадратичных отображений Q :Rn→Rn.

Утверждения о свойствах квадратичных отображений имеют важные приложения. Они
используются при исследовании нелинейных отображений в окрестности анормальной точки
(см., например, [1]). Поясним сказанное на примере задачи об обратном отображении.

Пусть дано отображение f :Rn→Rk. Известно (см., например, [2], приложение II, следствие
1), что если отображение f дифференцируемо в точке x0 ∈Rn, непрерывно в некоторой её
окрестности, и выполняется условие регулярности

f ′(x0)Rn = Rk, (1)

то существует обратное к f отображение в окрестности точки (x0, f(x0)), т. е. существу-
ют окрестность U точки f(x0) и отображение R :U→Rn такие, что

R(f(x0)) = x0, f(R(y)) ≡ y, и R непрерывно в точке f(x0). (2)
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При этом при некотором c≥ 0 выполняется |R(y)−x0| ≤ c|y− f(x0)| при любом y ∈U.
Пусть теперь условие регулярности (1) нарушено, т. е. линейный оператор f ′(x0) вырож-

ден. В этом случае приведенная выше теорема об обратном отображении неприменима к отоб-
ражению f в точке x0. Тем не менее условия существования обратной функции можно сфор-
мулировать в терминах второй производной отображения f в точке x0, которая является
квадратичным отображением. Для того чтобы сделать это напомним одно определение.

Вектор h∈Rn называется регулярным нулем квадратичного отображения Q :Rn →Rk,
если Q(h)= 0 и Q[h,Rn] =Rk.

Приводимый ниже результат является простым следствием теорем об обратной функции
из [1] (см. теорему 6.7) и [3] (см. теорему 1).

Т е о р е м а 1. Пусть отображение f дважды непрерывно дифференцируемо в окрест-
ности точки x0, f ′(x0)= 0, а f ′′(x0) имеет регулярный нуль. Тогда существует обратное
к f отображение R(·) в окрестности точки (x0, f(x0)) При этом обратное отображение
R непрерывно и при некотором c≥ 0 выполняется неравенство |R(y)−x0|≤ c

√|y− f(x0)| .
Отметим, что теоремы об обратной функции из [1] и [3] доказаны при гораздо более общих

предположениях на отображение f. В частности в [1] и [3] не предполагается вырождения
f ′(x0). Во втором параграфе этой статьи мы изучим вопрос о существовании обратной функ-
ции в предположении f ′(x0)=0, но при ослабленных предположениях гладкости отображения
f. Мы покажем, что при ослаблении предположений гладкости отображения f обратное к f
отображение существует, но может не быть непрерывным.

1. Точки совпадения четного и нечетного отображения

Пусть Q :Rn →Rn – квадратичное отображение. Неподвижной точкой отображения Q
стандартно назовем точку x∈Rn такую, что x=Q(x). Очевидно, что любое квадратичное
отображение Q имеет нуль своей неподвижной точкой. Следующее утверждение дает необ-
ходимые условия существования нетривиальной (т. е. отличной от нуля) неподвижной точки
квадратичного отображения.

Т е о р е м а 2. Пусть квадратичное отображение Q :Rn→Rn не имеет нетривиальных
нулей. Тогда существует точка x �=0 такая, что x=Q(x).

Прежде чем доказать эту теорему, приведем вспомогательное утверждение.
Обозначим через Sn единичную сферу в Rn+1, т. е.

Sn = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1}.
Стандартно будем называть отображение ϕ : Sn → Sn четным, если ϕ(x) = ϕ(−x) для лю-
бых x∈ Sn , и нечетным, если −ψ(x) =ψ(−x) для любых x∈ Sn . Топологическую степень
бесконечно дифференцируемого отображения f :Sn→Sn будем обозначать через deg(f). На-
помним, что напрямую из определения топологической степени (см., например, [4], §5) сле-
дует, что deg(ϕ) четно, если четно отображение ϕ. Для нечетного отображения ψ теорема
Люстерника-Шнирельмана-Борсука (см., например, [5], теорема 2.4) утверждает, что deg(ψ)
нечетно.

Л е м м а 1. Пусть ψ,ϕ :Sn→Sn – бесконечно дифференцируемые отображения, ϕ четно,
а ψ нечетно. Тогда существует точка x∈Sn такая, что ψ(x)=ϕ(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, т. е. ψ(x) �=ϕ(x) для любого x∈Sn.
Зададим отображение F :Sn × [0, 1]→ Sn по формуле

F (x, t) :=
ψ(x) − (ψ(x) + ϕ(x))t

|ψ(x) − (ψ(x) + ϕ(x))t| .
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Отображение F определено корректно, поскольку |ψ(x)− (ψ(x) +ϕ(x))t| �=0 для любого
(x, t)∈Sn × [0, 1]. Действительно, если для некоторого (x, t)∈Sn × [0, 1] выполняется равен-
ство ψ(x)− t(ψ(x) + ϕ(x)) = 0, то (1− t)ψ(x) = tϕ(x), т. е. векторы ϕ(x) и ψ(x) являются
сонаправленными. А так как они являются единичными, то ϕ(x) =ψ(x) , что противоречит
исходному предположению.

Отображение F является гладким. Это следует из того, что F является композицией
гладких отображений (t, x) 	→ψ(x)− (ψ(x)+ϕ(x))t и y 	→ |y|−1 , y �=0 .

Очевидно, что F (·, 0) =ψ(·) и F (·, 1) =−ϕ(·). Таким образом, отображение F является
гладкой гомотопией, связывающей ψ с ϕ. Следовательно, deg(ψ) = deg(−ϕ). Но, как отме-
чалось выше, deg(ψ) нечетно, а deg(−ϕ) четно. Полученное противоречие завершает доказа-
тельство. �

Перейдем к доказательству основного утверждения настоящего параграфа.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Положим ϕ(x) :=Q(x)/|Q(x)|, x∈Sn. Отоб-
ражение ϕ является гладким, как композиция гладких отображений, и четным, поскольку
Q четно. Положим ψ(x) := x, x ∈ Sn. Очевидно, что отображение ψ является гладким и
нечетным. Из леммы 1 следует, что существует точка x̃∈Sn такая, что ψ(x̃)=ϕ(x̃). В силу
определения отображений ψ и ϕ ненулевые векторы x̃ и Q(x̃) являются сонаправленными.
Следовательно, найдется t> 0 такое, что tx̃=Q(x̃). Положим x := x̃/t. Тогда

Q(x) =
Q(x̃)

t2
=
tx̃

t2
= x. �

2. Регулярные нули квадратичных отображений и обратные функции

Во введении мы сформулировали определение регулярного нуля квадратичного отображе-
ния. Существование регулярного нуля у квадратичного отображения Q :Rn→Rk гарантирует,
что у этого отображения есть ряд "хороших" свойств. В частности, если Q имеет регулярный
нуль, то оно сюръективно, и, более того, существует отображение R :Rk →Rn и число c > 0
такие, что

R(0) = 0, Q(R(y)) ≡ y, R непрерывно, и |R(y)| ≤ c
√

|y| . (3)

Этот факт напрямую следует из теоремы 1 и положительной однородности квадратичных
отображений. Указанное здесь отображение R является правым обратным к Q. Используя
приведенное свойство квадратичных отображений, можно показать, что имеет место следую-
щая теорема об обратной функции.

Т е о р е м а 3. Пусть задано отображение f :Rn→Rk и точка x0 ∈Rn. Предположим,
что f дважды дифференцируемо в точке x0, непрерывно в окрестности этой точки, и
f ′(x0)=0. Если квадратичное отображение f ′′(x0) имеет регулярный нуль, то существует
окрестность U ⊂Rk точки x0, число c>0 и функция R :U→Rn такие, что выполняются
соотношения (2) и

|R(y)− x0| ≤ c
√

|y − f(x0)| ∀ y ∈ U. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Не теряя общности, будем полагать, что x0=0 и f(0)=0. Тогда
f дважды дифференцируемо в нуле, непрерывно в окрестности нуля, и f ′(0) = 0. Отсюда
следует, что

f(x) =
1

2
f

′′
(0)[x, x] + o(x) ∀x ∈ Rn,

где o – некоторое непрерывное отображение такое, что

o(x)

|x|2 → 0 при x→ 0.
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Поскольку квадратичное отображение Q := f ′′(x)/2 имеет регулярный нуль, как было от-
мечено выше, существует отображение R̃ :Rk →Rn и число c̃ > 0 такие, что выполняются
соотношения (3), т. е.

R̃(0) = 0, Q(R̃(y)) ≡ y, R̃ непрерывно, и |R̃(y)| ≤ c̃
√

|y| .

Для каждого y ∈Rk рассмотрим уравнение

x = R̃(y − o(x)) (5)

с неизвестным x ∈ Rn. Отметим, что если некоторая точка x является его решением, то
f(x)=Q(x)+ o(x) =Q(R̃(y− o(x))) + o(x) = y. Обозначим через R(y) решение уравнения (5).
Далее мы покажем, что отображение R является искомым.

Выберем произвольное положительное число γ такое, что γ<1/c̃. Поскольку o(x)/|x|2→0
при x→ 0, то существует число δ > 0 такое, что

|ω(x)| < γ2|x|2 ∀x ∈ δB.

Здесь B – это замкнутый шар в Rn с центром в нуле единичного радиуса.
Для каждого y ∈ (−γδ+ δ/c̃)2B положим

r(y) :=

√|y|
−γ + 1/c̃

.

Рассмотрим отображение fy : r(y)B→Rn, определенное по формуле

fy(x) := R̃(y − o(x)) ∀x ∈ r(y)B.

Покажем, что оно переводит r(y)B в себя. Пусть x∈ r(y)B. Тогда

|x| ≤
√|y|

1/c̃− γ
≤

√
(δ/c̃ − γδ)2

1/c̃ − γ
≤ δ.

Поэтому |ω(x)|<γ2|x|2 и, значит,

|R̄(y − ω(x))| ≤ c̃
√

|y − ω(x)| ≤ c̃
√

|y|+ |ω(x)| ≤ c̃(
√

|y| +
√

|ω(x)| ) ≤

≤ c̃(
√

|y| +
√
γ2|x|2 ) ≤ c̃(

√
|y| + γr(y)) ≤ c̃

(√
|y| + γ

√|y|
1/c̃ − γ

)
=

√|y|
1/c̃− γ

= r(y).

Следовательно, fy переводит r(y)B в себя. По теореме Брауэра о неподвижной точке суще-
ствует точка x=R(y), являющая решением уравнения (5).

Итак, значение R(y) определено для y из окрестности нуля, и f(R(y))≡y. Поскольку по
построению R(y)∈ r(y)B, то

|R(y)| ≤ r(y) =
c̃

1− γc̃

√
|y| .

Из полученной оценки также следует, что R(0) = 0. Значит построенное отображение R яв-
ляется искомым. �
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ON QUADRATIC MAPPINGS PROPERTIES AND CONDITIONS
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Some properties of quadratic mappings are studied It is proved that if a quadratic mapping
have no nontrivial zeroes then it has nontrivial fixed points. Sufficient conditions for inverse
function existence are obtained for smooth mappings in the case when the first derivative
vanishes.
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