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Рассмотрена краевая задача для неявного дифференциального включения. Для нее в
терминах накрывающих и липшицевых многозначных отображений получены доста-
точные условия существования решений.
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1. Постановка задачи

Пусть заданы число T > 0 и многозначные отображения F : [0, T ]×Rn×Rn⇒Rk , G :Rn×
× Rn⇒Rm (т. е. отображения, которые каждой точке области определения ставят в соответ-
ствие некоторое непустое замкнутое множество). Рассмотрим задачу{

0∈F (t, x, ẋ) ∀̇t∈ [0, T ],
0∈G(x(0), x(T )).

(1)

Здесь ∀̇ означает "для почти всех". Обозначим через Ln∞ множество всех измеримых суще-
ственно ограниченных функций u : [0, T ]→ Rn , а через ACn∞ – множество всех абсолютно
непрерывных функций x : [0, T ]→ Rn таких, что ẋ(·) ∈ Ln∞ . Здесь и далее через ẋ(t) мы
обозначаем производную функции x в точке t ∈ (0, T ) . Под решением задачи (1) мы бу-
дем понимать функцию x(·)∈ACn∞ такую, что 0∈F (t, x(t), ẋ(t)) для почти всех t∈ [0, T ] и
0∈G(x(0), x(T )) .

В настоящей работе мы сформулируем достаточные условия существования решения за-
дачи (1) в следующих предположениях:

• отображение F (·, x, u) измеримо для всех x, u∈Rn ;

• отображение F (t, ·) непрерывно для почти всех t∈ [0, T ];

• для каждого R> 0 существует число M > 0 такое, что

|x|+ |u| ≤ R ⇒ |y| ≤M ∀ y ∈ F (t, x, u), ∀̇ t ∈ [0, T ].

• отображение G(·) непрерывно.

Прежде, чем сформулировать основной результат настоящей работы напомним некоторые
определения.
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2. Вспомогательные сведения. Свойства многозначных отображений

Пусть (X, ρX), (Y, ρY ) – метрические пространства, числа α> 0 , β ≥ 0 заданы. Много-
значное отображение Ψ :X⇒Y называется α -накрывающим, если

∀x0 ∈ X, y0 ∈ Ψ(x0), y ∈ Y ∃x ∈ X : y ∈ Ψ(x) и ρX(x0, x) ≤
ρY (y0, y)

α
.

Многозначное отображение Ψ :X⇒ Y будем называть непрерывным, если оно непрерывно в
смысле расстояния по Хаусдорфу hY . Расстояние по Хаусдорфу hY (A,B) между непустыми
множествами A,B⊂Y определяется равенством

hY (A,B) = max
{
sup
a∈A

inf
b∈B

ρY (a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

ρY (a, b)
}
.

Таким образом непрерывность многозначного отображения Ψ :X⇒Y равносильна тому, что
для любой точки x∈X и любой сходящейся к ней последовательности {xn}⊂X выполня-
ется соотношение hY (Ψ(xn),Ψ(x))→ 0 при n→∞ . Многозначное отображение Ψ :X ⇒ Y
называется β -липшицевым, если

hY (Ψ(x),Ψ(u)) ≤ βρX(x, u) ∀x, u ∈ X.

Определим на множестве X ×Y метрику по формуле

ρX×Y
(
(x, y), (u, v)

)
:= ρX(x, u) + ρY (y, v) ∀ (x, y), (u, v) ∈ X × Y.

Очевидно, что пара (X×Y, ρX×Y ) является метрическим пространством. Многозначное отоб-
ражение Ψ :X⇒Y называют замкнутым, если множество

gph(Ψ) := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Ψ(x)}

замкнуто в X ×Y .
Многозначное отображение Ψ: [0, T ]⇒Rk , принимающее компактные значения, называет-

ся измеримым, если для любого открытого множества V ⊂Rk множество

Ψ−1(V ) := {t ∈ [0, T ] : Ψ(t) ∩ V ̸= ∅}

измеримо по Лебегу.

3. Основной результат

Сформулируем достаточные условия существования решения задачи (1).

Т е о р е м а 1. Предположим, что
a) многозначное отображение F (t, x, ·) является αF -накрывающим при почти всех
t∈ [0, T ] , при всех x∈Rn ;
b) многозначное отображение F (t, ·, u) является βF -липшицевым при почти всех t∈ [0, T ] ,
при всех u∈Rn ;
c) многозначное отображение G(·, b) является αG -накрывающим при всех b∈Rn ;
d) многозначное отображение G(a, ·) является βG -липшицевым при всех a∈Rn .

Если
βF
αF

T +
βG
αG

< 1, (2)

то задача (1) имеет решение.
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Аналогичная задача в случае, когда отображения F и G "однозначны", рассматривалась
в [1]. Основным инструментом выведения условий разрешимости краевой задачи в [1] послу-
жил аппарат теории накрывающих отображений. Теория накрывающих отображений широко
используется при исследовании нелинейных уравнений. Так в [2]–[5] накрывающие отображе-
ния использовались для получения условий существования и исследования свойств точек сов-
падения отображений в метрических пространствах. Для выведения условий существования
решений неявных обыкновенных дифференциальных уравнений накрывающие отображения
использовались в [6], [7]. Средствами теории накрывающих отображений в [8] были исследо-
ваны абстрактные и интегральные уравнения Вольтерра, а в [9]–[11] – управляемые системы.

Основной результат настоящей статьи мы докажем методами, разработанными в перечис-
ленных выше работах. Для этого напомним сначала некоторые вспомогательные утверждения.

4. Вспомогательные утверждения

Пусть (X, ρX), (Y, ρY ) – метрические пространства, задано отображение Γ :X ×X→ Y,
точка y ∈Y , числа α> 0 , β≥ 0 заданы.

Л е м м а 1. (см. [12]) Предположим, что
a) для любого x∈X многозначное отображение Γ(x, ·) является α -накрывающим;
b) для любого x∈X многозначное отображение Γ(·, x) является β -липшицевым, β <α ;
c) пространство X полно, отображение Γ замкнуто.

Тогда для любого δ > 0 многозначное отображение

x 7→ Γ(x, x), x ∈ X,

является (α−β− δ) -накрывающим.

Пусть X1, X2, Y1, Y2 – метрические пространства, метрики в которых мы будем обозначать
символом ρ, заданы многозначные отображения Fj : X1×X2⇒Yj и точки yj ∈Yj , j ∈{1, 2}.
Рассмотрим систему включений {

y1 ∈F1(x1, x2),

y2 ∈F2(x1, x2)
(3)

с неизвестным (x1, x2)∈X1×X2. Приведем достаточные условия разрешимости этой системы.

Л е м м а 2 (см. [13]). Пусть пространства Xj , Yj полны, j ∈{1, 2} . Пусть

a) F1(·, x2) и F2(x1, ·) являются замкнутыми и накрывающими с константами α1> 0 и
α2> 0, соответственно, для любых x1 ∈X1, x2 ∈X2;

b) отображения F1(x1, ·) и F2(·, x2) являются липшицевыми с константами β1 ≥ 0 и
β2≥ 0, соответственно, для любых x1 ∈X1, x2 ∈X2;

c) β1β2<α1α2.

Тогда система (2) имеет решение, т. е. существуют ξ1 ∈X1 , ξ2 ∈X2 такие, что{
y1 ∈F1(ξ1, ξ2),

y2 ∈F2(ξ1, ξ2).
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Более того, для любых (x1, x2) ∈X1 ×X2, y1 ∈ F1(x1, x2), y2 ∈ F2(x1, x2), y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2,
ε> 0 существует решение (ξ1, ξ2)∈X1×X2 системы (2) такое, что

ρ(x1, ξ1) ≤
β1ρ(y2, y2) + α2ρ(y1, y1)

α1α2 − β1β2
+ ε;

ρ(x2, ξ2) ≤
α1ρ(y2, y2) + β2ρ(y1, y1)

α1α2 − β1β2
+ ε.

Пусть задано многозначное отображение P : [0, T ]×Rn⇒Rk. Зададим многозначный опе-
ратор Немыцкого NP :Ln∞⇒Lk∞ формулой

NP (ω) = {y ∈ Lk∞ : y(t) ∈ P (t, ω(t)) ∀̇ t ∈ [0, T ]} ∀ω ∈ Ln∞.

Л е м м а 3 (см. [13]). Предположим, что многозначное отображение P удовлетворяет
условиям Каратеодори:
a) для почти всех t∈ [0, T ] многозначное отображение P (t, ·) непрерывно;
b) для всех x∈Rn многозначное отображение P (·, x) измеримо;
c) для каждого R> 0 существует M > 0 такое, что если |x| ≤R, то |y| ≤M для всех
y ∈P (t, x) и для почти всех t∈ [0, T ].

Тогда

1) многозначное отображение NP определено корректно и является замкнутым;

2) если для почти всех t∈ [t0, T ] многозначное отображение P (t, ·) является α -накрываю-
щим, то NP также является α -накрывающим.

Зададим многозначный интегральный оператор IP :Ln∞⇒Lk∞ формулой

IP (ω) =
{
y ∈ Lk∞ : y(t) ∈ P

(
t, a+

t∫
0

ω(s)ds

)
∀̇ t ∈ [0, T ]

}

для любого ω ∈Ln∞.

Л е м м а 4 (см. [13]). Предположим, что многозначное отображение P (·) удовлетворяет
условиям Каратеодори (см. предположения a), b), c) леммы 3). Тогда если для почти всех
t ∈ [0, T ] многозначное отображение P (t, ·) является β -липшицевым, то IP (·) является
βT -липшицевым.

5. Доказательство основного результата

Определим отображения F0 : R
n × Ln∞ × Ln∞⇒ Lk∞, F1 : R

n × Ln∞⇒ Lk∞, F2 : R
n × Ln∞⇒ Rm

соотношениями

F0(x0, u, v) :=

{
y(·) ∈ Lk∞ : y(t) ∈ F

(
t, x0 +

t∫
0

u(s) ds, v(t)

)
∀̇ t ∈ [0, T ]

}
,

F1(x0, v) := F0(x0, v, v),

F2(x0, v) := G

(
x0, x0 +

T∫
0

v(s) ds

)
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для любых (x0, u, v)∈Rn×Ln∞×Ln∞ .
Покажем, что отображения F1 и F2 удовлетворяют предположениям леммы 2. Из леммы

3 следует, что отображение F0 замкнуто и определено корректно (т. е. множество F0(x0, u, v)
замкнуто и непусто для любых (x0, u, v)∈Rn×Ln∞×Ln∞ ). Из лемм 1, 3 и 4, накрываемости
отображения F по третьему аргументу и липшицевости по второму следует, что для любого
δ>0 отображение F1 является накрывающим с константой αF −βT − δ . Из леммы 1 следует,
что отображение F2 является αG -накрывающим по переменной x0 . Кроме того, F2 липши-
цево по переменной v с константой Липшица, равной TβG . Замкнутость отображений F1 и
F2 вытекает из лемм 3 и 4, соответственно. Липшицевость с константой βF отображения F1

по первой переменной очевидна. Из (2) следует, что

αFαG − βGαF − TβFαG > 0 ⇒

⇒ αFαG − βGαF − TβFαG + TβGβF > TβFαG + TβGβF ⇒

⇒ (αG − βG)(αF − TβF − δ) > TβGβF

для достаточно малого δ > 0 .
Итак, отображения F1 и F2 удовлетворяют всем предположениям леммы 2 при y1 =0∈

∈ Lk∞ , y2 =0∈Rm . Значит, система 3 имеет решение, и следовательно, задача (1) имеет ре-
шение. �
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