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О ТОЧНОСТИ ГРАНИЦ ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С РАСПРЕДЕЛЁННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
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Рассматривается линейное дифференциальное уравнение с распределённым запазды-
ванием. Приведено несколько точных эффективных признаков устойчивости и поло-
жительности функции Коши этого уравнения. Проведено сравнение областей приме-
нимости данных признаков.

Пусть N = {1, 2, 3, . . .} , N0 = {0, 1, 2, . . .} , R = (−∞,+∞) , R+ = [0,+∞) , L1 —
пространство суммируемых на R+ функций, ∆ =

{
(t, s) ∈ R+

2 : t > s
}

.
Рассмотрим дифференциальное уравнение с распределённым переменным запаздыва-

нием

ẋ(t) +

∫ t

t−h(t)
k(t, s)x(s) ds = f(t), t ∈ R+, (1)

где k : ∆ → R+ , h : R+ → R+ , функции k(t, ·) и f локально суммируемы, функции k(·, s) ,
h измеримы, функция ρ(t) =

∫ t
t−h(t) k(t, s) ds локально суммируема. Решение уравнения (1)

принято считать [1, c. 9] принадлежащим классу абсолютно непрерывных на каждом ко-
нечном отрезке функций. Здесь и далее будем считать, что при отрицательных значениях
аргумента функция x равна нулю. В дальнейшем, если пределы интегрирования стано-
вятся отрицательными в некоторых точках, то подынтегральную функцию будем полагать
равной нулю при отрицательных значениях аргумента.

Как известно [1, с. 84, теорема 1.1], решение уравнения (1) при любом заданном на-
чальном условии x(0) и любой правой части f существует, единственно и представимо в
виде

x(t) = X(t)x(0) +

∫ t

0
C(t, s)f(s) ds. (2)

Функцию C(t, s) называют функцией Коши уравнения (1), а X(t) = C(t, 0) — фундамен-
тальным решением уравнения (1).

О п р е д е л е н и е 1 [1, с. 89–90]. Уравнение (1) равномерно устойчиво, если при
некотором положительном N для всех t и почти всех s таких, что (t, s) ∈ ∆ , справедлива
оценка

|C(t, s)| 6 N.

О п р е д е л е н и е 2 [1, с. 89–90]. Уравнение (1) экспоненциально устойчиво, если
при некоторых положительных N и γ для всех t и почти всех s таких, что (t, s) ∈ ∆ ,
справедлива оценка

|C(t, s)| 6 Ne−γ(t−s).

Кроме того, формула (2) позволяет свести вопросы о знакоопределённости и монотон-
ности решения к вопросу о положительности функции Коши уравнения (1).

Исследование начнём с автономных уравнений, поскольку для них возможно получение
необходимых и достаточных признаков усойчивости и знакоопределённости решений.
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1. Автономные уравнения
Автономным назовём частный случай уравнения (1) следующего вида:

ẋ(t) +

∫ t

t−h
k(t− s)x(s) ds = f(t), t ∈ R+. (3)

Автономные уравнения хороши тем, что для них возможно получение необходимых и до-
статочных признаков устойчивости и знакоопределённости решений.

Для автономного уравнения имеет место связь:

X(t− s) = C(t, s).

Поэтому для уравнения (3) фундаментальное решение X естественно сделать основным
объектом изучения. В свою очередь, исследуемые в данной работе свойства фундаменталь-
ного решения X определяются расположением на комплексной плоскости нулей характе-
ристической функции:

g(p) = p+

∫ h

0
k(ξ)e−pξ dξ.

Отметим [2, 3] несколько важных свойств характеристической функции. Функция g являет-
ся аналитической функцией на всей комплексной плоскости. Все нули характеристической
функции отделены друг от друга. В любой полуплоскости Re p > α , α ∈ R , количество
нулей функции g конечно. Кроме того, справедливы следующие критерии устойчивости
уравнения (3).

• Для того чтобы уравнение (3) было экспоненциально устойчивым, необходимо и до-
статочно, чтобы все нули характеристической функции g лежали слева от мнимой
оси.

• Для того чтобы уравнение (3) было равномерно устойчивым, необходимо и достаточно,
чтобы характеристическая функция g не имела нулей справа от мнимой оси, а все её
нули, лежащие на мнимой оси, были простыми.

Чтобы получить признаки в терминах параметров исходного уравнения, необходимо
конкретизировать вид функции k . В качестве примера рассмотрим степенную функцию.

Т е о р е м а 1. Пусть k(ξ) = kξn , k ∈ R , n ∈ N0 .

• Уравнение (3) экспоненциально устойчиво тогда и только тогда, когда

0 < khn+2 < k0 =
ξn+2
0∫ ξ0

0 sn sin s ds
,

где ξ0 — наименьший положительный корень уравнения

∫ ξ

0
sn cos s ds = 0. (4)

• Уравнение (3) равномерно устойчиво тогда и только тогда, когда

0 6 khn+2 6 k0 =
ξn+2
0∫ ξ0

0 sn sin s ds
,

где ξ0 — наименьший положительный корень уравнения (4) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Непосредственной проверкой убеждаемся, что только при
khn+2 ∈ (0, k0) все нули функции g лежат слева от мнимой оси, а при khn+2 = 0 и khn+2 =
= k0 справа от мнимой оси нулей функции g нет, на самой мнимой оси находятся только
простые нули. Теорема доказана.

Заметим, что ξ0 ∈
(
π
2 , π

)
.

Сформулируем несколько простых следствий из теоремы 1.
С л е д с т в и е 1 [4]. Пусть k(ξ) ≡ k , k ∈ R .

• Уравнение (3) экспоненциально устойчиво тогда и только тогда, когда

0 < kh2 <
π2

2
.

• Уравнение (3) равномерно устойчиво тогда и только тогда, когда

0 6 kh2 6
π2

2
.

С л е д с т в и е 2. Пусть k(ξ) = kξ , k ∈ R .

• Уравнение (3) экспоненциально устойчиво тогда и только тогда, когда

0 < kh3 < k0 = ξ20 ,

где ξ0 — наименьший положительный корень уравнения

ξ = tg
ξ

2
. (5)

• Уравнение (3) равномерно устойчиво тогда и только тогда, когда

0 6 kh3 6 k0 = ξ20 ,

где ξ0 — наименьший положительный корень уравнения (5) .

В следствии 2 ξ0 ≈ 2.33112 , а k0 ≈ 5.43413 .
С л е д с т в и е 3. Пусть k(ξ) = kξ2 , k ∈ R .

• Уравнение (3) экспоненциально устойчиво тогда и только тогда, когда

0 < kh4 < k0 =
ξ40

2
(

ξ0
sin ξ0−1 − 1

) ,

где ξ0 — наименьший положительный корень уравнения

ξ2 = 2 − 2ξ ctg ξ. (6)

• Уравнение (3) равномерно устойчиво тогда и только тогда, когда

0 6 kh4 6 k0 =
ξ40

2
(

ξ0
sin ξ0−1 − 1

) ,

где ξ0 — наименьший положительный корень уравнения (6) .
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Рис. 1: Значение k0 при n = 0, 12 .

В следствии 3 ξ0 ≈ 2.08158 , а k0 ≈ 6.77227 .
При больших n значения ξ0 и k0 легко вычислить с любой степенью точности. Напри-

мер, на рис. 1 отмечены значения k0 при различных значениях n .
Используя работу [3], получаем следующий результат.
Т е о р е м а 2. Пусть k(ξ) = kξn , k ∈ R , n ∈ N0 . Фундаментальное решение

уравнения (3) положительно тогда и только тогда, когда

khn+2 6 k∗ = (n+ 2)ξ0e
−ξ0 ,

где ξ0 — положительный корень уравнения

(n+ 2)

∫ ξ

0
snes ds = ξn+1eξ.

С л е д с т в и е 4 [5]. Пусть k(ξ) ≡ k , k ∈ R . Фундаментальное решение уравнения (3)
положительно тогда и только тогда, когда

kh2 6 k∗ = ξ0(2 − ξ0),

где ξ0 — положительный корень уравнения

e−ξ = 1 − ξ

2
. (7)

В работе [5] найдены приближенные значения для корня последнего уравнения: ξ0 ≈
1.59 , которому соответствует kh2 6 0.65 .

С л е д с т в и е 5. Пусть k(ξ) = kξ , k ∈ R . Фундаментальное решение уравнения (3)
положительно тогда и только тогда, когда

kh3 6 k∗ = 3ξ0e
−ξ0 ,

где ξ0 — положительный корень уравнения

e−ξ = 1 − ξ +
ξ2

3
.
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В следствии 5 ξ0 ≈ 1.36078 , а k∗ ≈ 1.04696 .
С л е д с т в и е 6. Пусть k(ξ) = kξ2 , k ∈ R . Фундаментальное решение уравнения (3)

положительно тогда и только тогда, когда

kh4 6 k∗ = 4ξ0e
−ξ0 ,

где ξ0 — положительный корень уравнения

e−ξ = 1 − ξ +
ξ2

2
− ξ3

8
.

В следствии 6 ξ0 ≈ 1.26191 , а k∗ ≈ 1.42905 .
При больших n значение ξ0 и k∗ легко вычислить с любой заданной точностью. На-

пример, на рис. 2 отмечены значения k∗ при различных значениях n .

Рис. 2: Значение k∗ при n = 0, 12 .

2. Неавтономные уравнения
Для неавтономных уравнений построение необходимых и достаточных признаков устой-

чивости и знакоопределённости решений, по-видимому, невозможно. Поэтому получают
достаточные признаки, среди которых выделяются точные признаки устойчивости. Ниже
приводятся только такие признаки.

Будем подчинять параметры уравнения (1) различным ограничениям и следить, как
меняются области устойчивости и знакоопределённости решения.

Пусть ядро k(t, s) будет постоянным, а запаздывание h переменным. В этом случае
справедлива

Т е о р е м а 3 [6]. Пусть k(t, s) ≡ k > 0 . Тогда

• если 0 <
√
k lim
t→∞

h(t) 6
√
k lim
t→∞

h(t) < 2 , то уравнение (1) экспоненциально устой-

чиво;

• если 0 6
√
k sup

t
h(t) 6 2 , то уравнение (1) равномерно устойчиво.

В работе [6] показывается, что константу 2 в теореме 3 нельзя увеличить (см. пример 4),
а точную вехнюю грань заменить верхним пределом.

1414



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 20, вып. 5, 2015

П р и м е р 1. Пусть k(t, s) ≡ 1 ,

h(t) =





0, если t ∈ [0, ω),

ω, если t ∈
[
ω, ω +

π

2

)
.

Понятно, что x
(
ω + π

2

)
= 1 − ω . Продолжим процесс периодически. Тогда при ω > 2

исследуемое уравнение не будет равномерно устойчивым, а при ω > 2 — не будет экспо-
ненциально устойчивым.

П р и м е р 2. Пусть k(t, s) ≡ 1 ,

h(t) =





0, если t ∈
[
n
(
ω +

π

2

)
, n
(
ω +

π

2

)
+ ω

)
,

ω, если t ∈
[
n
(
ω +

π

2

)
+ ω, (n+ 1)

(
ω +

π

2

))
,

n ∈ N . Несложно вычислить, что x
(
(n+ 1)

(
ω + π

2

))
= (−1)n(n + 1) . Следовательно,

lim
n→+∞

∣∣x
(
(n+ 1)

(
ω + π

2

))∣∣ = +∞ . С другой стороны,
√
k lim
t→∞

h(t) = 2 , но
√
k sup

t
h(t) > 2.

В работе [6] также предложено обобщение теоремы 3 для вырожденного ядра: k(t, s) =
= a(t)a(s) . Заметим, что случай a ∈ L1 потребовалось рассмотреть отдельно.

Т е о р е м а 4 [6]. Пусть k(t, s) = a(t)a(s) , a ∈ L1 . Тогда:

а) |C(t, s)| < N , то есть уравнение (1) равномерно устойчиво;

б) для любого ε > 0 найдётся θ > 0 такое, что при всех t, s : θ 6 s 6 t справедливо
неравенство |C(t, s) − 1| 6 ε ;

в) при любом фиксированном s существует lim
t→+∞

C(t, s) .

Т е о р е м а 5 [6]. Пусть k(t, s) = a(t)a(s) , a(t) > 0 , a 6∈ L1 . Тогда

• если 0 < lim
t→∞

∫ t
t−h(t) a(s) ds 6 lim

t→∞

∫ t
t−h(t) a(s) ds < 2 , то найдутся такие M,γ > 0 ,

что функция Коши уравнения (1) при всех (t, s) ∈ ∆ имеет оценку |C(t, s)| 6

6 Me−γ
∫ t

s a(ξ) dξ ;

• если 0 6 sup
t

∫ t
t−h(t) a(s) ds 6 2 , то уравнение (1) равномерно устойчиво.

Легко видеть, что теорема 5 следует из теоремы 3, если сделать замену переменных:
τ =

∫ t
0 a(s) ds .

Ослабим требования на параметры уравнения (1) : пусть они будут ограниченными.
Т е о р е м а 6. Пусть sup

t,s
k(t, s) = k , sup

t
h(t) = h . Если ρ 6∈ L1 и 0 <

√
kh < h0 , где

h0 — наименьший положительный корень уравнения

h
(
h− 2 arcsin 1

h

)

2
− h2

√
1 − 1

h2
+ 1 = −1,

то уравнение (1) асимптотически устойчиво.
С помощью численных методов получаем: h0 ≈ 1.72295 , то есть 0 < kh2 < 2.96856 .
Покажем, что данный признак, как и приведённые ранее, является точным.
П р и м е р 3. Пусть h(t) = 0 при t ∈ [0, h) , h(t) = h при t ∈ [h, t0] ,

k(t, s) =

{
1, при s ∈ [0, t0),

0, при s ∈ [t0, t].
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Легко получить, что h sin(t0 − h) = 1 , где t0 — первый нуль решения такого уравнения.
Далее сравниваем значение решения x в точке первого минимума, то есть x(t0 +h) , c −1 .
Из соотношения x(t0 +h) = −1 получаем границу области асимптотической устойчивости.

Следующий результат содержит точный достаточный признак знакоопределённости ре-
шений.

Т е о р е м а 7 [7]. Пусть supt,s k(t, s) = k , supt h(t) = h . Тогда функция Коши уравне-
ния (1) положительна, если kh2 6 ξ0(2 − ξ0) , где ξ0 — положительный корень уравне-
ния (7) .

Отметим важный факт: в отличие от признаков устойчивости для уравнения с огра-
ниченными параметрами, данный признак становится необходимым и достаточным для
автономного уравнения.

Наконец, для случая уравнения (1), параметры которого не предполагаются априори
ограниченными, имеют место следующие результаты.

Т е о р е м а 8 [8]. Пусть ρ ∈ L1 . Тогда:

а) sup
(t,s)∈∆

|C(t, s)| <∞ ;

б) для любого ε > 0 найдётся θ > 0 такое, что при всех t, s : θ 6 s 6 t справедливо
неравенство |C(t, s) − 1| 6 ε ;

в) при любом фиксированном s существует lim
t→+∞

C(t, s) .

Т е о р е м а 9 [9].

• Если

lim
t→∞

∫ t

t−h(t)
ρ(s) ds <

3

2
, (8)

то найдутся такие M,γ > 0 , что функция Коши уравнения (1) при всех (t, s) ∈ ∆

имеет оценку |C(t, s)| 6 Me−γ
∫ t

s ρ(ξ) dξ ;

• Если

sup
t

∫ t

t−h(t)
ρ(s) ds 6

3

2
, (9)

то уравнение (1) равномерно устойчиво.

С л е д с т в и е 7. Если ρ 6∈ L1 и выполнены условия теоремы 9, то уравнение (1)
асимптотически устойчиво.

В работах [10, 11] показано, что константа 3
2 в теореме 9 является точной на классе

уравнений с распределённым запаздыванием. Приведём данный пример.
П р и м е р 4. Пусть m = 1 . При t ∈ [0, 2] положим h(t) = 0 .
При t ∈

[
2, 2 + 3

2 + 1
m

]
положим h(t) = t− 2 + 1

m , а

k(t, s) =





m, если s ∈
[
2 − 1

m
, 2

]
,

0, если s ∈
[
0, 2 − 1

m

)
∪ (2, t].

При t ∈
[
2 + 3

2 + 1
m , 2 + 3

2 + 1
m + 1

]
положим h(t) = 3

2 + 1
m ,

k(t, s) =





m, если s ∈
[
t− 3

2
− 1

m
, t− 3

2

]
,

0, если s ∈
[
0, t− 3

2
− 1

m

)
∪
(
t− 3

2
, t

]
.
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Нетрудно вычислить x(T1) , где T1 = 2 + 3
2 + 1 + 1 . Далее возьмём m = 2 и вычислим

x(T2) , где T2 = T1 +2+ 3
2 + 1

2 +1 . Затем то же самое проделаем для m = 3 , потом m = 4 и

т.д. В итоге получаем, что lim
m→+∞

|x(Tm)| = +∞ . С другой стороны, lim
t→∞

∫ t
t−h(t) ρ(s) ds = 3

2 .

Следовательно, строгое неравенство в (8) нельзя заменить нестрогим. Этот же пример по-
казывает, что в неравенстве (9) нельзя заменить точную верхнюю грань верхним пределом
без потери равномерной устойчивости, а константу 3

2 нельзя увеличить.

Наконец, сформулируем результат о положительности функции Коши уравнеия (1).

Т е о р е м а 10 [8]. Функция Коши уравнения (1) положительна, если

sup
t

∫ t

t−h(t)
ρ(s) ds 6

1

e
.

Константу 1
e в теореме 10 нельзя увеличить, что показывает пример, приведённый в

работе [8]. Опишем его на идейном уровне.

П р и м е р 5 [8]. Пусть в уравнении (1) k(t, s) = kn , h(t) = 1 + 1
n , x(0) = 1 , k ∈ R+ ,

n ∈ N . При достаточно больших n решение такого уравнения становится сколь угодно
близким уравнению ẋ(t)+kx(t−1) = 0 . Но для автономных уравнений с сосредоточенным
запаздыванием условие k 6 1

e является необходимым и достаточным для знакопостоянно-
сти решений. Поэтому, если k > 1

e , можно подобрать такое n , что решение уравнения с
распределённым запаздыванием будет менять знак.
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The linear differential equation with distributed delay is considered. Some exact effective conditions of
stability and positivity of the Cauchy function for this equation are presented. The areas of applicability
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УДК 517.958

О КЛАССИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ
СИНГУЛЯРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ И ПАРАБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ

c© А.Ю. Сазонов, Ю.Г. Фомичева

Ключевые слова: оператор Бесселя; смешанная задача; гиперболическое и параболиче-
ское уравнения.
В работе найдены достаточные условия на границу области, коэффициенты оператора,
правую часть и начальную функцию при которых ряд Фурье представляет классиче-
ское решение первой краевой задачи для гиперболического и параболического уравне-
ния второго порядка, содержащего оператор Бесселя по нескольким пространственным
переменным.

Пусть R+
n+m — множество точек x = (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = (x′, y′) действительно-

го евклидова (n + m) -мерного пространства Rn+m , удовлетворяющих условию yi > 0,
i = 1,m ; область Ω+ ⊂ R+

n+m и прилегает к гиперплоскостям y1 = 0, . . . , ym = 0 ;
Γ+ - часть границы Ω+ расположенная в области yi > 0, i = 1,m .

В работе рассматривается задача

∂2u

∂t2
− Ly′u = f(x, t), u(x, 0) = ϕ(x),

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ(x), u|Γ+ = 0,
∂u

∂yi

∣∣∣
yi=0

= 0, i = 1,m, (1)

и аналогичная задача для параболического уравнения

∂u

∂t
− Ly′u = f(x, t), u(x, 0) = ϕ(x), u|Γ+ = 0,

∂u

∂yi

∣∣∣
yi=0

= 0, i = 1,m, (2)

Ly′ =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj

)
+

m∑

i=1

bi(x
′)Byi + c(x), Byi =

∂2

∂y2
i

+
ki
yi

∂

∂yi
, c(x) 6 0, ki > 0.
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