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Доказано, что резольвентное множество линейного дифференциального оператора в
частных производных эллиптического типа в пространствах Соболева-Слободецкого и
Соболева-Степанова содержит отрицательную полуось Reλ < θ, при некотором θ < 0.

Пусть X – произвольное банахово пространство; Lp = Lp(Rn, X) – лебеговы пространства
сильно измеримых (по Бохнеру) функций u : Rn → X с конечной нормой ||u||10 (p > 1, n ∈ R);
Hm = Hm(Rn, X) – пространство Соболева ( [1] с. 60; [2] с. 24) с нормой

||u||1m =
∑

||Dαu||10 < ∞ (|α| ≤ m),

u ∈ Hm, Dα = ∂|α|/(∂xα1
1 . . . ∂xαn

n ), α = (α1, . . . , αn) – мультииндекс, |α| = α1 + . . . + αn,
m ∈ N

∪
{0}; в пространстве Соболева-Слободецкого H1mγ = H1mγ(Rn, X) ( [3] с. 228) норма

определяется равенством ||u||1mγ = ||u||1m + ⟨u⟩1mγ , где

⟨u⟩1mγ =
∑

|α|≤m

 ∫
Rn×Rn

||Dαu(x)−Dαu(y)||p

|x− y|n+pγ
dxdy

1/p

< ∞, 0 < y < 1,

H10γ = H10γ(Rn, X) – пространство функций u ∈ Lp, норма в котором задается равенством
||u||10γ = ||u||10 + ⟨u⟩10γ ; Mp = Mp(Rn, X) – пространство Степанова ( [4] с. 78) сильно изме-
римых функций u : Rn → X, у которых норма

||u||20 = sup
x∈Rn

 ∫
K(x)

||u(x)||pdx


1/p

< ∞,

K(x) – единичный куб в Rn с центром в точке x; Wm – пространство Соболева-Степанова
функций u ∈ Mp, имеющих обобщенные производные Dαu ∈ Mp, при этом норма элемента
u ∈ Wm задается формулой

||u||2m =
∑

||Dαu||20 < ∞, (|α| ≤ m).

Пространство H20γ = H20γ(Rn, X) определяется конечной нормой ||u||20γ = ||u||20+ ⟨u⟩20γ
элемента u ∈ H20γ , а пространство H2mγ = H2mγ(Rn, X) – нормой ||u||2mγ = ||u||2m +
⟨u⟩2mγ < ∞, где

⟨u⟩2mγ =
∑

|α|≤m

sup
x,y∈Rn

 ∫
K(x)×K(y)

||Dαu(x)−Dαu(y)||p

|x− y|n+pγ
dxdy


1/p

, u ∈ H2mγ .
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Рассмотрим линейный дифференциальный оператор P : Hjmγ → Hj0γ (j = 1, 2) в част-
ных производных, действующий по формуле

Pu =
∑

|α|≤m

Aα(x)Dαu(x)

с коэффициентами Aα(x) ∈ C(Rn,EndX).

Оператор P : Hjmγ → Hj0γ будем называть усиленно эллиптическим, если существуют
такие постоянные a1 и a2, не зависящие от функции u ∈ Hjmγ , что

||u||′jmγ ≤ a1||u||j0γ + a2||Pmu||j0γ ,

где Pm – главная часть оператора P,

||u||′jmγ =
∑

|α|=m

||Dαu||j0γ .

Рассмотрим оператор Pm =
∑

Aα(x)Dαu(x) (|α| = m) в Hj0γ с областью определения
D(Pm, Hjmγ) = Hjmγ , т.е. Pm = D(Pm,Hjmγ) → Hj0γ , замкнут и имеет плотную область
определения. Предполагается, что отрицательная полуось состоит из его регулярных точек и
резольвента удовлетворяет неравенству

||(Pm − λ)−1||j0γ = ||Pm(λ)||j0γ ≤ M1

c+ |λ|
, c ≥ 0, M1 > 0 (1)

не зависит от λ, Reλ < θ < 0.

Теорема. Для усиленно эллиптического оператора P : Hjmγ → Hj0γ найдется число
θ1 < 0 такое, что при Reλ < θ1 оператор P −λ : Hjmγ → Hj0γ имеет непрерывный обратный,
определенный на всем пространстве Hjmγ .

Доказательство. Пусть j = 1. Неравенства о промежуточных производных ( [5], с. 245;
[6], с. 200) приводят к оценке

||u||1(m−1)γ ≤ εm−1||u||1mγ +

m−2∑
k=1

εk

m−1∏
j=k+1

b(εj)||u||1(k+1)γ +

m−1∏
j=1

b(εj)||u||10γ , u ∈ H1mγ , (2)

где величины b(εj) > 0 не зависят от функции u, при этом, вообще говоря, b(εj) не ограни-
чены при εj → 0.

В силу усиленной эллиптичности оператора P : H1mγ → H10γ имеет место неравенство

||u||1mγ ≤ a1||u||j(m−1)γ + a2||Pmu||10γ . (3)

Отсюда согласно (2) при 2a1mεm−1 < 1, . . . , 2a1mb(ε2) · · · b(εm−1) < 1 получаем

||u||1(m−1)γ ≤ 2a1

m−1∏
j=1

b(εj)||u||10γ + 2a2εm−1||Pmu||10γ . (4)

С помощью резольвенты Rm(λ) и ее оценки (1) неравенство (4) запишем следующим
образом

||Rm(λ)u||1(m−1)γ ≤ 2a1M1

c+ |λ|

m−1∏
j=1

b(εj)||u||10γ + 2a2εm−1||u||10γ +
2a2M1εm−1|λ|

c+ |λ|
||u||10γ . (5)
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Положим Q = P − Pm и рассмотрим оператор QRm(λ) : H10γ → Hj0γ Проверим его
непрерывность. Согласно (5) имеем

||QRm(λ)u||10γ ≤ a(Q)||Rm(λ)u||j(m−1)γ ≤ 2a(Q)a1M1

c+ |λ|

m−1∏
j=1

b(εj)||u||10γ+

+2a(Q)a2εm−1||u||j0γ +
2a(Q)a2M1εm−1|λ|

c+ |λ|
||u||10γ . (6)

Выберем εm−1 так, чтобы 2a(Q)a2
(
1 + M1|λ|(c + |λ|)−1

)
εm−1 < 1/4, а затем Reλ < θ

возьмем таким образом, чтобы
2a(Q)a1M1|λ|

c+ |λ|
<

1

4
.

Тогда из (6) получим ||QRm(λ)u||10γ ≤ 2−1||u||10γ , т.е. оператор QRm(λ) : H10γ → H10γ

непрерывен и ||QRm(λ)u||10γ ≤ 1/2. Поэтому оператор I + QRm(λ) : H10γ → H10γ имеет
непрерывный обратный. Так как

(P − λ)u =
(
I +QRm(λ)

)(
Pm − λ

)
u (u ∈ H1mγ),

то оператор P − λ : H1mγ → H10γ непрерывно обратим. Случай j = 2 рассматривается
аналогично. Теорема доказана.
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Tyurin V.M. ABOUT SPECTRUM OF LINEAR DIFFERENTIAL OPERATOR IN PARTIAL
DERIVATIVES IN SOME FUNCTIONAL SPACES

Proved that resolvent set of linear differential operator in partial derivatives of elliptical type in spaces
of Sobolev-Slobodetcky and spaces of Sobolev-Stepanov include negative semiaxis Reλ < θ, at some θ < 0.
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