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[5], позволяют надеяться на получение содержательных результатов о разрешимости мо-
дельного уравнения (1) для случая сложных особенностей, содержащих «тонкие» конусы
меньшей размерности, чем размерность пространства.
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Предлагается динамический подход построения воздействия в существенно нелинейной
системе обыкновенных дифференциальных уравнений. При этом для его реализации
указываются дополнительные условия, которыми должна обладать система.
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Пусть функция x(·) для t ∈ [t0−δ, t0+θ], принимающая значения из компакта E ⊆ Rn,
определяется как решение задачи Коши

x′(t) = f(t, x(t), u(t)) (1)

с начальным условием
x(t0) = x0. (2)

Функцию u(·) со значениями из выпуклого компакта Q ⊆ Rq, порождающую движение
x(·) системы (1) с начальным условием (2), будем называть воздействием. Если функция
f(·) определена и удовлетворяет условию Липшица для (t, x, u) ∈ [t0 − δ, t0 + θ] × E × Q,
то это с большим запасом гарантирует для каждого измеримого воздействия и начального
условия (2) существование и единственность решения системы (1).

Рассмотрим задачу восстановления воздействия u(·), порождающего движение x(·) по
неточной информации xh(t) о фазовых координатах x(t), поступающих в моменты ti раз-
биения временного интервала T = [t0, t0 + θ] : t0 6 t1 6 ... 6 tn = t0 + θ. При этом
|xh(ti) − x(ti)| 6 h.

Для ее решения будем придерживаться подхода изложенного в монографии [1]. Его осо-
бенность состоит в сведении бесконечномерной экстремальной задачи (минимизации функ-
ционала типа Тихонова) к решению серии однотипных простых конечномерных задач на
каждом из интервалов разбиения [ti, ti+1]. Это осуществляется за счет регуляризации экс-
тремального сдвига при управлении вспомогательной системой (поводырем), применяемой
в теории позиционных дифференциальных игр [2]. Отметим, что основная часть [1] по-
священа рассмотрению различных постановок задач для квазилинейных систем, то есть
случаю, когда

f(t, x, u) = f1(t, x) + f2(t, x)u.

В этой ситуации дискретная модель имела вид:

w(t) = w(ti) +
(
f1(ti, xh(ti)) + f2(ti, xh(ti))vh(ti)

)
(t− ti), (3)

t ∈ (ti, ti+1], w(t0) = xh(t0),

vh(t) =
1

α(h)
fT2 (ti, xh(ti))

(
xh(ti) − w(ti)

)
, (4)

При этом функция vh(·) рассматривалась как приближение для u∗(·) — воздействия,
порождающего x(·) и обладающего наименьшей L2(T ) нормой среди всех таких воздей-
ствий. Было установлено, что при определенном согласовании параметров h, α(h),∆(h)
алгоритм (3),(4) обладает свойством lim

h→0
‖vh(·)−u∗(·)‖L2(T ) = 0, т. е. является регуляризи-

рующим. В [3] рассматривались дополнительные априорные ограничения на систему (1) и
порождающее воздействие, позволяющие получить оценку точности алгоритма в том числе
и для пространств с более слабой нормой.

Настоящая работа конкретизирует изложенные в [4] идеи использования динамической
регуляризации для существенно нелинейной системы (1). Отметим, что это естественно
потребовало жестких ограничений на гладкость, как правой части (1), так и воздействия
u(·).

Станем предполагать, что условию Липшица удовлетворяют по t — порождающее x(·)
воздействие, а также по совокупности переменных — частная производная по u правой
части (1) на временном промежутке в некоторой окрестности движения и порождающего
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воздействия. В силу положенных ограничений система (1) при достаточно малом δ пред-
ставима в виде:

x′(·) = f
(
t, x(t), u(t− δ)

)
+ f ′u

(
t, x(t), u(t− δ)

)(
u(t) − u(t− δ)

)
+ F

(
t, x(t), u(t− δ)

)
,

где
∣∣F
(
t, x(t), u(t− δ)

)∣∣ 6 q
∣∣u(t) − u(t− δ)

∣∣. Пусть xδ(·) — решение системы

x′δ(·) = f
(
t, x(t), u(t− δ)

)
+ f ′u

(
t, x(t), u(t− δ)

)
v(t), (5)

где v(t) = u(t) − u(t− δ).
Отметим существование константы K такой, что

∣∣xh(ti)− xδ(ti)
∣∣ 6 h+Kδ. Непрерыв-

ный аналог упоминавшейся выше модели для системы (5) имеет вид

w′
α(t) = f

(
t, x(t), uα(t− δ)

)
+ f ′u

(
t, x(t), uα(t− δ)

)
vα(t), (6)

где uα(t) = uα(t− δ) + vα(t), vα(t) =

(
f ′u(t, x(t), uα(t− δ)

)T x(t) − wα(t)

α
.

Решение (6) для определения uα(·), wα(·) на промежутке T требует наличие инфор-
мации о предыстории воздействия uα(·) на промежутке [t0 − δ, t0] и начального условия
wα(t0) = x(t0). Рассматриваемая модель представляет из себя уравнение с малым парамет-
ром при производной. Такие системы дифференциальных уравнений подробно рассмотрены
в [5]. Следуя проведенным там рассуждениям потребуем, чтобы (6) обладала свойствами
существенно упрощающими исследование. В первую очередь это касается невырожденно-

сти f ′u(·) в некоторой окрестности
⋃

t∈T

(
t, x(t), u(t)

)
, что гарантирует единственность корня

т. н. вырожденной системы, а симметричность матрицы коэффициентов при wα(·) — его
устойчивость.

У т в е р ж д е н и е . Пусть выполнены оговоренные выше условия, тогда решение
wα(·), uα(·) задачи (6) на T существует и

lim
α→0

wα(t) = x(t), lim
α→0

uα(t) = u(t) при t ∈ T.

На заключительном этапе построения алгоритма восстановление неизвестного воздей-
ствия используем для решения (6) какой-либо численный метод. Воспользуемся (для про-
стоты) методом Эйлера. Подчеркнем, что теперь вместо значений x(·) мы вынуждены
использовать xh(·). На промежутке [ti, ti+1), ti+1 − ti = ∆(h) реализация численного ал-
горитма имеет вид:

w
α
(ti+1) = w

α
(ti) +

[
f
(
ti, xh(ti), uα(ti−1)

)
+ f ′u

(
ti, xh(ti), uα(ti−1)

)
v
α
(ti)
]
∆(h),

здесь

v
α
(ti) =

(
f ′u
(
ti, xh(ti), uα(ti−1)

))T xh(ti) − w
α
(ti)

α(h)
, u

α
(ti) = uα(ti−1) + v

α
(ti),

w
α
(t0) = xh(t0), u

α
(t0 − ∆(h)) = u

α
(t0),

∣∣u
α
(t0) − u(t0)

∣∣ 6 α(h).

Т е о р е м а . Пусть h, α(h),∆(h) согласованы, то есть α(h),∆(h),
∆(h) + h

α(h)
стре-

мятся к нулю вместе с h. Тогда для кусочнолинейной аппроксимации u
α
(·) узлов u

α
(ti)

выполняется lim
h→0

‖u(t) − u
α
(t)‖ = 0 для t ∈ T.
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З а м е ч а н и е. Известно [6], что для решения жестких систем (именно такой яв-
ляется (6)) целесообразно использовать неявные методы, которые обладают собственным
регуляризирующим эффектом. Например, неявный метод Эйлера. Это позволяет увели-
чить величину ∆(h) в согласовании параметров и приведет к уменьшению зашумленности
решения. Однако ценой за эти преимущества будет увеличение количества арифметических
операций необходимых для осуществления одного шага метода.
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