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Получено представление решения на оси автономных дифференциальных уравнений
с ограниченным запаздыванием. Данная задача сводится к изучению расположения
нулей характеристической функции этого уравнения на комплексной плоскости.

Пусть N = {1, 2, 3, . . .} , R = (−∞,+∞) , R+ = [0,+∞) , R− = (−∞, 0] , C — множество
комплексных чисел, Dloc — пространство локально абсолютно непрерывных функций.

1. Постановка задачи
Рассмотрим линейное автономное однородное дифференциальное уравнение с ограни-

ченным запаздыванием

ẋ(t) +

∫ ω

0
x(t− s) dr(s) = 0, t ∈ R, (1)

где ω > 0 , функция r : [0, ω] → R(C) ограниченной вариации, r(0) = 0 . Интеграл по-
нимается в смысле Римана–Стилтьеса. Вариацию функции r обозначим ρ =

∫ ω
0 |dr(s)| .

Соответствующей заменой переменных к уравнениям вида (1) можно сводить различные
классы сингулярных функционально-дифференциальных уравнений, рассматриваемых на
конечном отрезке. Для таких уравнений вопросы однозначной разрешимости оказываются
нетривиальными.

Оставаясь в рамках традиционного понимания решения дифференциальных уравнений,
мы предполагаем, что производная в уравнении (1) должна существовать в классическом
смысле. Нам представляется наиболее удачным считать решение уравнения (1) принадле-
жащим классу локально абсолютно непрерывных функций Dloc (подробнее об этом см. [1]).

Известно (см. [2, с. 73], [3, с. 98]), что на R+ решения уравнения (1) имеют оценку:

|x(t)| 6 x(0)eρt.

При изучении уравнений вида (1) на положительной полуоси эта оценка оказывается очень
полезной (например, даёт возможность применять интегральные преобразования). Остаёт-
ся ли она справедливой на отрицательной полуоси? Ответ на этот вопрос даёт следующий
пример, идея которого принадлежит Е.И. Бравому.
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П р и м е р. Рассмотрим функцию ϕ(t) = 1
1−t2 e

t2

t2−1 , t ∈ [−1, 1] . Используя
[4, c. 1051-1052], запишем

ϕ(t) =
∞∑

n=0

L0
n(1)t2n, (2)

где L0
n(t) =

∑n
k=0(−1)kCkn

tk

k! — многочлен Лагерра. Функция ϕ бесконечно дифференци-

руема на отрезке [−1, 1] , ϕ(1 − 0) = ϕ(−1 + 0) = 0 , ϕ(n)(1 − 0) = ϕ(n)(−1 + 0) = 0 . Из
представления (2) следует, что ϕ(2n+1)(0) = 0 , ϕ(2n)(0) = L0

n(1)(2n)! . Пользуясь асимпто-
тикой многочленов Лагерра [4, с. 1053], получаем

L0
n(1) =

1√
π
e

1
2n−

1
4 cos

(
2
√
n− π

4

)
+O

(
n−

3
4

)
.

Функцию ϕ продолжим на всю отрицательную полуось по правилу: ϕ(t) = d
dtϕ(t+2) . Легко

видеть, что при любом α > 0 выполняется limt→−∞(ϕ(t)eαt) = +∞ . С другой стороны,
функция ϕ удовлетворяет при t ∈ R− частному случаю уравнения (1):

ẋ(t) = x(t− 2).

Итак, существует пример автономного функционально-дифференциального уравнения,
имеющего решения, растущие на −∞ быстрее любой экспоненты. Следовательно, если мы
хотим рассматривать решения уравнения (1) с определённой скоростью роста на отрица-
тельной полуоси, нам придётся задавать скорость роста выбором пространства решений.
Пусть α — произвольное вещественное число. Рассмотрим следующее функциональное
пространство:

Dα =

{
x ∈ Dloc : sup

t∈R−

(
|x(t)|e−αt

)
<∞

}
,

и его подпространство вида

D0
α =

{
x ∈ Dloc : lim

t→−∞

(
|x(t)|e−αt

)
= 0

}
.

Поставим задачу: найти условия разрешимости и структуру пространства решений
уравнения (1) в пространствах Dα и D0

α .

2. Некоторые свойства решений автономных функционально-дифференци-
альных уравнений на R+

Наряду с уравнением (1) на оси рассмотрим уравнение на положителной полуоси:

ẋ(t) +

∫ ω

0
x(t− s) dr(s) = 0, t ∈ R+. (3)

При исследовании уравнения (3) важную роль играет характеристическая функция:

g(p) = p+

∫ ω

0
e−pξ dr(ξ).

Отметим ряд важных свойств решения уравнения (3) и его характеристической функ-
ции, установленных в работах [2, 5, 6].

П р е д л о ж е н и е 1.

1. Функция g аналитическая на всей комплексной плоскости.
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2. Функция g имеет счётное множество нулей.

3. Все корни отделены друг от друга, в любой полуплоскости Re p > α , α ∈ R , коли-
чество нулей функции g конечно.

Обозначим {pn} , n ∈ N , множество всех корней функции g , причём Re p1 > Re p2 >
> . . . > Re pn > . . . . Обозначим β1 = Re p1 , β2 = max

k∈N,Re pk<β1

{Re pk} , . . . , βn =

= max
k∈N,Re pk<βn−1

{Re pk} , . . . . Эта процедура не может прерваться, поскольку количество

корней с одинаковой вещественной частью конечно.
Также в работах [2, 5, 6] показано
П р е д л о ж е н и е 2. Фундаментальное решение уравнения (3) представимо в виде

x(t) =
∑

Re pn>λ

qn(t)e
pnt + z(t), t ∈ R+,

где λ ∈ R , сумма берется по всем нулям pn функции g , для которых Re pn > λ , qn —
многочлен, степень которого на единицу меньше кратности pn , для функции z найдутся
такие N > 0 , γ < λ , что справедлива оценка |z(t)| 6 Neγt .

3. Некоторые вспомогательные результаты

Л е м м а 1. Пусть x ∈ Dα (или D0
α) , α > 0 . Если функция x на R+ имеет оценку

sup
t∈R+

(
|x(t)|eγt

)
<∞ , γ > 0 , то к правой и левой части уравнения (1) можно применить

преобразование Фурье.
Л е м м а 2. Пусть x ∈ Dα (или D0

α) , α > 0 . Если все нули функции g лежат слева
от мнимой оси, то в пространстве Dα , α > 0 , уравнение (1) имеет только тривиальное
решение.

Если n нулей функции g лежат справа от мнимой оси, а остальные нули находятся
слева от мнимой оси, то с помощью замены u(t) = x(t)−∑n

k=1 qk(t)e
pkt получаем уравнение

u̇(t) +

∫ ω

0
u(t− s) dr(s) = 0, t ∈ R, (4)

причём u ∈ Dα′ , α′ > 0 , и выполняется оценка sup
t∈R+

(
|u(t)|eγt

)
< ∞ , γ > 0 . Значит, для

уравнения (4) справедливы леммы 1 и 2. Откуда вытекает
Л е м м а 3. Пусть x ∈ Dα (или D0

α) , α > 0 . Если функция g не имеет нулей на
мнимой оси, n нулей лежат справа от прямой Re p = α , а остальные нули находят-
ся слева от прямой Re p = α , то в пространстве Dα , α > 0 , решение уравнения (1)
представимо в виде

x(t) =

n∑

k=1

qk(t)e
pkt,

где qk — многочлен, степень которого на единицу меньше кратности pk .
Пусть x ∈ Dα , α может быть любого знака. Если n1 нулей функции g лежат справа

от прямой Re p = α , n2 нулей лежат на прямой Re p = α , а остальные нули находятся
слева от прямой Re p = α , то с помощью замены x(t) = v(t)e−βt , получаем уравнение

v̇(t) − βv(t) +

∫ ω

0
v(t− s)eβs dr(s) = 0, t ∈ R. (5)

Для характеристической функции gv , соответствующей уравнению (5), выполняется
gv(p) = g(p + β) . Можно подобрать такое β , чтобы v ∈ Dα′ , α′ > 0 , и все n1 + n2
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нулей функции gv лежали справа от мнимой оси, на мнимой оси нулей не было, остальные
нули лежали слева от мнимой оси. Следовательно, для уравнения (5) справедлива лемма 3.

4. Основной результат
Поставим в соответствие последовательности {βn} последовательность классов Dβn

(D0
βn

). Отметим несколько простых свойств этих множеств.

a) Dβ1 ⊂ Dβ2 ⊂ . . . ⊂ Dβn ⊂ . . .

б) Неравенство α > β1 имеет место тогда и только тогда, когда Dα ⊂ Dβ1 .

в) Включение α ∈ (βn+1, βn) выполняется тогда и только тогда, когда Dβn+1 ⊂ Dα ⊂
⊂ Dβn .

Множества D0
βn

обладают такими же свойствами.

В силу предложения 1, последовательность {βn} разбивает вещественную ось на счёт-
ный набор интервалов, одному из которых принадлежит α .

Из утверждений, приведённых в предыдущем разделе, легко получить результат о струк-
туре и разрешимости уравнения (1). Сначала рассмотрим случай, когда α совпадает с
каким-либо из βn .

Т е о р е м а 1. Любое решение уравнения (1) в пространстве Dβn представимо в виде:

x(t) =
∑

Re pk>βn

qk(t)e
pkt +

∑

Re pl=βn

cle
plt, (6)

где qk — многочлен, степень которого на единицу меньше кратности pk , cl ∈ R , вторая
сумма берётся только по простым корням.

Заметим, что вследствие предложения 1 в представлении решения (6) количество сла-
гаемых конечно.

Частный случай теоремы 1 был получен в работе [7].

Т е о р е м а 2. Любое решение уравнения (1) в пространстве D0
βn

представимо в виде:

x(t) =
∑

Re pk>βn

qk(t)e
pkt,

где qk — многочлен, степень которого на единицу меньше кратности pk .

Перейдём к случаю, когда α лежит внутри одного из интервалов (βn+1, βn) .

С л е д с т в и е 1. Если α ∈ (βn+1, βn) , то сужение Dα и Dβn+1 (соответственно,D0
α

и D0
βn

) на пространство решения уравнения (1) совпадают.

С л е д с т в и е 2. Уравнение (1) имеет только тривиальное решение в пространстве
Dα тогда и только тогда, когда α > β1 .

С л е д с т в и е 3. Уравнение (1) имеет только тривиальное решение в пространстве
D0
α тогда и только тогда, когда α > β1 .

5. Приложения
Теорема 1 сводит задачи разрешимости уравнения (1) к исследованию расположения

нулей характеристической функции g на комплексной плоскости. Эта задача давно и хо-
рошо известна, более того — для многих классов уравнений вида (1) она неплохо изучена
[8-12].

Особенно информативен в этом смысле случай α = 0 , когда теоремы 1–2 и их след-
ствия сводят рассматриваемую в данной статье задачу к классической задаче устойчивости.
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В частности, следствие 2 утверждает эквивалентность однозначной разрешимости уравне-
ния (1) в пространстве D0 и асимптотической (экспоненциальной) устойчивости уравне-
ния (3).

Обозначим: Mk — область, в которой характеристическая функция g имеет ровно k
корней справа от мнимой оси. Для уравнений вида (1) с небольшим количеством параметров
область M0 допускает аналитическое и графическое описание.

Рис. 1: Множества Mk для уравнения (7).

Для примера рассмотрим два уравнения:

ẋ(t) + b1x(t− 1) = 0, (7)

где b1 = |b1|eiψ ∈ C ,

ẋ(t) + b0x(t) + b1x(t− 1) = 0, (8)

где b0, b1 ∈ R .

Область M0 для уравнения (7) описывается следующими неравенствами: −π
2 < ψ < π

2 ,
0 < |b1| < π

2 − |ψ| .
Область M0 для уравнения (8) описывается следующими неравенствами: −b0 < b1 <

θ
sin θ , где θ — наименьший положительный корень уравнения b0 = −θ ctg θ .

На рис. 1 и 2 приведены графики областей Mk для уравнений (7) и (8).
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Balandin A.S. ON SOLVABILITY OF AUTONOMOUS DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
BOUNDED DELAY ON THE AXIS

The representation of solutions for autonomous differential equations with bounded delay on the axis
is obtained. The problem of solvability on the axis is reduced to the study of location of zeros of the
characteristic function on the complex plane.

Key words: functional differential equation; delay; solvability on the axis.
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ОБ УСЛОВИЯХ НАБЛЮДАЕМОСТИ ПОЭТАПНО МЕНЯЮЩИХСЯ
УПРАВЛЯЕМЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

c© В.Р. Барсегян

Ключевые слова: поэтапно меняющаяся линейная система, измерение, вполне наблюда-
емость, условия вполне наблюдаемости.
Исследуется возможность полного восстановления фазовых координат поэтапно ме-
няющейся линейной системы по результатам неполного измерения. Получены необхо-
димое и достаточное условие полной наблюдаемости поэтапно меняющихся линейных
нестационарных и стационарных систем. Показано, что на отдельных отрезках времени
поэтапно меняющаяся система образованная не вполне наблюдаемыми стационарными
системами может быть вполне наблюдаемой на всем отрезке времени.

Введение. Исследование многих прикладных задач процессов управления сводится к
динамическим системам переменной структуры, таким как поэтапно меняющиеся системы,
кусочно линейные импульсные системы и т. д. Задачи управления и наблюдения таких ди-
намических систем имеют важные теоретическое и прикладное значения. Для реализации
управления по принципу обратной связи необходимо знать фазовое состояние системы в
каждый момент времени. Так как обычно не все фазовые координаты системы доступны из-
мерению, необходимо рассмотреть вопрос о возможности полного восстановления фазовых
координат поэтапно меняющейся линейной системы по результатам неполного наблюдения
(измерения).

Управляемость и наблюдаемость – два фундаментальных понятия теории управления
и являются принципиальными как в задачах для обычных систем [1–5], так и в задачах
управления и наблюдения для поэтапно меняющихся систем. Вопросы управляемости и
наблюдаемости указанных систем переменной структуры исследованы в работах [6–12]. В
работах [7–9] получены необходимое и достаточное условие вполне управляемости поэтапно
меняющейся линейной системы. В работах [11, 12] получены необходимое и достаточное
условие для управляемости и наблюдаемости кусочно линейных импульсных управляемых
систем.

В данной работе исследована возможность полного восстановления фазовых координат
поэтапно меняющейся линейной системы по результатам неполного наблюдения (измере-
ния). Получены необходимое и достаточное условие полной наблюдаемости поэтапно ме-
няющихся линейных нестационарных и стационарных систем. Показано, что на отдельных
отрезках времени поэтапно меняющаяся система образованная не вполне наблюдаемыми
стационарными системами может быть вполне наблюдаемой на всем отрезке времени.
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