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Melnikova A.A. USING THE STATE-MARKING FUNCTIONS WHEN WORKING WITH THE
CYCLES OF THE BASIS FINITE AUTOMATON

We consider in this paper the basis finite Rabin-Scott’s automaton defined earlier by the author
and used to solve various problems in the theory of regular languages, in particular, to minimize finite
automatons tasks by various criteria. For the basis automaton, the color of the edges is defined by using
injective function. Different ways and cycles of the transition graph of the basis automaton corresponding
to the ways and cycles of the transition graph of some automaton possibly defining a given regular
language are explored. With the help of generalized state-marking functions, an algorithm for adding an
edge in non-deterministic finite automaton is formulated.
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МЕТОД ОПОРНЫХ ФУНКЦИЙ В БИЛИНЕЙНОЙ ИГРЕ ДВУХ ЛИЦ

c© И.М. Минарченко
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зация; метод опорных функций.
В работе рассматривается билинейная игра двух лиц без предположения о выпуклости
функций потерь игроков. Строится функция Никайдо–Исода, и поиск равновесия по
Нэшу в игре сводится к задаче оптимизации с невыпуклой и неявно заданной целевой
функцией, что требует применения методов глобального поиска. Для решения получен-
ной задачи предлагается вариант метода опорных функций. Такой подход не только
позволяет найти равновесную точку, но и даёт ответ об отсутствии равновесий в игре,
если их нет.

Поиск равновесия по Нэшу в общем случае является трудной задачей. Однако существу-
ет подход, который применим при достаточно общих предположениях, в том числе когда
существование равновесия не гарантируется, например, теоремой Какутани. Суть подхода
заключается в сведении исходной игровой постановки к минимаксной задаче, которую мож-
но рассматривать как частный случай задачи оптимизации (о минимаксных задачах см.,
например, [1]). Решив полученную задачу, мы либо найдём одну из равновесных точек, либо
придём к заключению, что равновесий в игре не существует. Платой за данную возможность
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является, вообще говоря, невыпуклая и заданная неявно целевая функция, возникающая
при решении минимаксной задачи, в связи с чем приходится привлекать методы глобаль-
ной оптимизации. В данной работе описанный подход будет продемонстрирован на примере
билинейной игры двух лиц. Полученную минимаксную задачу предлагается решать с помо-
щью метода глобального поиска, использующего построение аффинных опорных функций.

Рассмотрим билинейную игру двух лиц с равновесием по Нэшу в качестве решения:

F1(x1, x2) = x⊤1 (C1x2 + c1) +
1

2
x⊤1 B1x1 → min

x1∈X1
,

F2(x1, x2) = x⊤2 (C2x1 + c2) +
1

2
x⊤2 B2x2 → min

x2∈X2
,

X1 = {x1 ∈ Rm1 | A1x1 6 a1, v1 6 x1 6 w1} ,
X2 = {x2 ∈ Rm2 | A2x2 6 a2, v2 6 x2 6 w2} .

(1)

Здесь c1, v1, w1 ∈ Rm1 , c2, v2, w2 ∈ Rm2 , a1 ∈ Rq1 , a2 ∈ Rq2 ( R обозначает множе-
ство действительных чисел, m1 , m2 , q1 , q2 — натуральные числа) и матрицы C1 , C2 ,
B1 , B2 , A1 , A2 имеют размеры m1 × m2 , m2 × m1 , m1 ×m1 , m2 ×m2 , q1 ×m1 ,
q2 ×m2 соответственно. Fi — функция потерь i -го игрока, Xi — множество стратегий
i -го игрока, i = 1, 2 . Напомним, равновесием по Нэшу называется такая ситуация игры
(x∗1, x

∗
2) ∈ X1 ×X2 , из которой не выгодно уходить в одностороннем порядке ни одному из

участников при минимизации собственной функции потерь, то есть

F1(x
∗
1, x

∗
2) 6 F1(x1, x

∗
2) ∀x1 ∈ X1,

F2(x
∗
1, x

∗
2) 6 F2(x

∗
1, x2) ∀x2 ∈ X2.

Отметим, билинейная игра является частным случаем задачи билинейного равновесного
программирования, в которой решением является неподвижная точка некоторого отобра-
жения G , определённого на множестве X , иными словами, такая точка y∗ ∈ X , которая
удовлетворяет соотношению y∗ ∈ G(y∗) , где

G(y) = Arg min
x∈X

{
x⊤(Cy + c) +

1

2
x⊤Bx

}
, X = {x ∈ Rm | Ax 6 a, v 6 x 6 w}. (2)

Игра (1) получается из постановки (2) при m = m1 +m2 и

x =

(
x1

x2

)
, C =

(
0 C1

C2 0

)
, B =

(
B1 0
0 B2

)
, c =

(
c1
c2

)
,

A =

(
A1 0
0 A2

)
, a =

(
a1

a2

)
, v =

(
v1
v2

)
, w =

(
w1

w2

)
.

В этом случае множество X представляет собой декартово произведение множеств стра-
тегий игроков, то есть X = X1 ×X2 .

В [2] для решения задач (1) и (2) предлагаются методы градиентного типа, сходимость
которых к равновесной точке, если она существует, доказана при условии, что матрица B+
+C неотрицательно определена. В [3] для вогнутых игр n лиц предлагается ряд методов,
сходящихся к равновесию при условии, которое для рассматриваемой билинейной задачи
принимает вид B + C ≻ 0 . Данные условия аналогичны условиям выпуклости функции в
линейной алгебре. В целом ряде других статей, посвящённых методам поиска равновесия,
также делается предположение о выпуклости целевых функций игроков или аналогичное
предположение, в частности обеспечивающее существование равновесной точки: см., напри-
мер, [4–8].
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В настоящей работе не делаются какие-либо предположения о выпуклости функций.
Воспользуемся для поиска равновесия следующим фактом [9]. Пусть в игре n лиц Fi —
функция потерь и Xi — множество стратегий i -го игрока, i = 1, . . . , n . X=X1 × . . .×Xn —
множество ситуаций игры. Определим на множестве X ×X функцию, называемую функ-
цией Никайдо–Исода,

Φ(x, y) =
n∑

i=1

Fi(y1, y2, . . . , yi−1, xi, yi+1, . . . , yn).

Точка y∗ ∈ X является равновесием по Нэшу в данной игре тогда и только тогда, когда
выполнены соотношения

y∗ ∈ Arg min
y∈X

max
x∈X

[Φ(y, y) − Φ(x, y)] , max
x∈X

[Φ(y∗, y∗) − Φ(x, y∗)] = 0. (3)

Необходимо, чтобы соответствующие минимум и максимум достигались. Для игры (1) это
так, поскольку функции потерь непрерывны и множество ситуаций компактно.

Выпишем минимаксную задачу из (3) как задачу оптимизации:

Φ(y, y) + max
x∈X

[−Φ(x, y)] → min
y∈X

.

Для игры (1) она примет следующий вид:

yT (Cy + c) +
1

2
yTBy + max

x∈X

[
−xT (Cy + c) − 1

2
xTBx

]
→ min

y∈X
. (4)

Очевидно, целевая функция в данной задаче является, во-первых, заданной неявно, во-
вторых, невыпуклой в общем случае. Полученное для (4) решение, как это следует из (3),
будет являться равновесием по Нэшу в исходной игре в том и только в том случае, если
оно доставляет нулевое значение целевой функции. Можно заметить также, что условие
B + C < 0 , при котором гарантируется сходимость упоминавшихся выше методов гради-
ентного типа, обеспечивает выпуклость целевой функции.

Перейдём к описанию метода, которым предлагается решать задачу (4). Нам необходи-
мо заменить неявно заданное слагаемое из целевой функции явно заданным выражением.
Для этого будем аппроксимировать данное слагаемое аффинными опорными функциями-
минорантами. Напомним, опорной функцией-минорантой, построенной в точке x̄ для неко-
торой функции f(x) называется функция, не превосходящая по значению f(x) на всей
допустимой области и при этом равная ей в точке x̄ . Пусть k — номер текущей итерации
( k = 0, 1, 2, . . . ), yk ∈ X — текущее приближение. Итерационный процесс имеет следую-
щий вид:

1. Получить вектор xk как решение задачи глобальной оптимизации:

xk = arg max
x∈X

[
−x⊤(Cyk + c) − 1

2
x⊤Bx

]
.

2. Построить аффинную функцию-миноранту lk(y) , являющуюся опорной для неявно
заданного слагаемого в точке xk :

lk(y) = −(xk)⊤(Cy + c) − 1

2
(xk)⊤Bxk.
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3. Получить следующее приближение как решение задачи глобальной оптимизации:

yk+1 = arg min
y∈X

[
yT (Cy + c) +

1

2
yTBy + max

06i6k

{
li(y)

}]
.

Таким образом, строя на шаге 2 опорную функцию-миноранту для неявно заданного сла-
гаемого, мы на каждой последующей итерации улучшаем его аппроксимацию. На шаге 3
мы ищем точку глобального минимума аппроксимации всей целевой функции. Поскольку
функция, аппроксимирующая целевую, сама является опорной минорантой по отношению к
ней, то значение глобального минимума данной аппроксимации является оценкой снизу для
целевой функции. Критерием останова вычислительной процедуры служит близость наи-
меньшего известного значения целевой функции (рекорда) и её оценки снизу (глобального
минимума аппроксимации на текущей итерации). Сходимость данной схемы к глобальному
оптимуму следует из [10, 11].

В таблице приведены результаты работы метода градиентного типа из [2] и описанного
в настоящей статье метода опорных функций для случайно сгенерированных задач.

Таблица

Результаты численного эксперимента

m1 ×m2 P I1 I2
2 × 2 50 5 52
3 × 3 50 5 56
4 × 4 30 5 58
5 × 5 30 4 56
6 × 6 10 4 59
7 × 7 10 4 58

Здесь P — количество решённых задач данной размерности, I1 — среднее количество ите-
раций метода опорных функций, I2 — среднее количество итераций метода градиентного
типа. Для корректности сравнения методов на данном этапе исследований генерировались
такие задачи, которые имеют равновесную точку и для которых выполнено условие схо-
димости метода градиентного типа. Очевидно, что метод опорных функций сходится при
более общих условиях. Вычисления производились в системе GAMS, для решения задач
глобальной оптимизации использовался пакет COUENNE.

В заключение ещё раз отметим, что описанный подход в сочетании с предложенной
схемой глобального поиска, во-первых, применим при достаточно общих предположениях
(требуется, чтобы достигались минимум и максимум в (4)), и, во-вторых, позволяет до-
казать отсутствие равновесных точек в игре, если значение целевой функции задачи (4) в
точке, в которую сошёлся метод, (значение глобального оптимума) отлично от нуля. Иными
словами, в результате работы вычислительной процедуры мы получаем либо конкретную
точку равновесия по Нэшу, либо ответ о том, что равновесий в данной игре нет. В зависимо-
сти от вида функций потерь алгоритм глобального поиска может адаптироваться в части
построения опорных функций. Подход без труда распространяется на игру n лиц, а также
при некоторых ограничениях — на случай, когда множество стратегий игрока зависит от
выбранных стратегий остальных участников игры [12].
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Minarchenko I.M. SUPPORT FUNCTION METHOD IN BILINEAR TWO-PERSON GAME
In the paper we consider bilinear two-person game without assumption about convexity of players’

loss functions. By constructing Nikaido–Isoda function, Nash equilibrium problem is reduced to an
optimization problem with nonconvex and implicitly defined objective function, so global search is
required. We propose an algorithm of support function method for solving obtained optimization problem.
Such approach either allows to find an equilibrium point or gives an answer that the game has no
equilibrium if this is a case.

Key words: Nash equilibrium; Nikaido–Isoda function; nonconvex optimization; support function
method.
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