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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ ОДНИМ
КЛАССОМ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ПО КВАДРАТИЧНОМУ

КРИТЕРИЮ
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ного управления нелинейной системой по квадратичному критерию; субоптимальное
управление на произвольном конечном горизонте.
Приведен метод синтеза оптимального управления с обратной связью одним классом
нелинейных систем по квадратичному критерию. Данный метод базируется на специ-
альном методе последовательных приближений, сходимость которого позволяет дока-
зать существование оптимального управления и получить процедуру его построения.

1. Введение

Рассмотрим нелинейную динамическую систему, характеризуемую дифференциальным
уравнением

ẋ = Ax+Bu+ f(x, u), (1)

в котором x = (x1, . . . , xn) – n -мерный действительный вектор состояния, u = (u1, . . . , um)
– m -мерный действительный вектор управления, A и B – действительные (n × n) - и
(n ×m) -матрицы, а f = (f1, . . . , fn) – векторная функция, определенная и непрерывная
вместе со своими частными производными

∂f i

∂xj
, i, j = 1, . . . , n,

и
∂f i

∂uj
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,

в пространстве Rn+m .
Предположим, что начальное состояние

x(0) = c (2)

задано, а задача управления системой (1) заключается в минимизации функционала

J(u) =
1

2

T∫

0

[〈e(t), Qe(t)〉 + 〈u(t), Ru(t)〉] dt+
1

2
〈e(T ), Pe(T )〉, (3)

в котором T – фиксированное конечное время, Q и P – положительные полуопределенные
(n× n) -матрицы, R – положительно определенная (m×m) -матрица,

e(t) = x(t) − z(t)

– ошибка системы и z = (z1, . . . , zn) – заданный режим функционирования.
Легко видеть, что непосредственное применение принципа максимума Л.С. Понтряги-

на к рассматриваемой задаче приводит к достаточно сложной краевой задаче, если только
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(1)–(3) не сводится к линейно-квадратичной задаче слежения (см., например, [1, с. 657]).
Однако, во многих практических ситуациях режим z(t) устроен так, что указанное сведе-
ние невозможно.

В общем случае для получения решения (или оценок решения) задачи (1)–(3) исполь-
зуют самые разные методы (см., например, [2, гл. 18] и [3–9]). Одним из основных мето-
дов здесь является метод последовательных приближений, описанный в [2, гл. 18]. Внешне
простой и понятный, он (метод) сводит исходную задачу к некоторой последовательности
линейно-квадратичных задач. Вместе с тем, указанный метод до сих пор не получил ши-
рокого распространения, поскольку его сходимость не доказана. Последнее, в частности,
объясняется тем, что здесь в схеме последовательных приближений оператор системы ме-
няется от итерации к итерации.

Целью настоящей работы является получение решения задачи (1)–(3) в виде закона
управления с обратной связью. Для получения искомого решения используется проце-
дура, являющаяся модификацией метода [2, гл. 18] и заключающаяся в создании неко-
торой специальным образом генерируемой последовательности вспомогательных линейно-
квадратичных задач. Это позволяет в некоторых случаях установить сходимость метода,
а из сходимости доказать существование оптимального управления и получить процедуру
его построения.

2. Вспомогательные задачи

Формально опишем метод последовательных приближений, на котором будут базиро-
ваться все дальнейшие построения.

Следуя [9], для всех N = 0, 1, . . . рассмотрим вспомогательную задачу о минимизации
функционала

JN+1(u) =
1

2

T∫

0

[〈e(t), Qe(t)〉 + 〈u(t), Ru(t)〉] dt+
1

2
〈e(T ), Pe(T )〉 (4)

с ограничением

ẋ = Ax+Bu+ f(xN , uN ), x(0) = c, (5)

где xN и uN – некоторые функции, определенные и непрерывные на отрезке [0, T ] .
Для фиксированных xN и uN оптимальное управление uN+1(t) в задаче (4), (5) дается

законом управления с обратной связью

uN+1(t) = R−1B′[hN+1(t) −K(t)xN+1(t)], (6)

в котором xN+1(t) – решение уравнения (5), соответствующее uN+1(t) и удовлетворяющее
начальному условию

xN+1(0) = c,

K(t) – решение матричного дифференциального уравнения Риккати

K̇(t) = −K(t)A−A′K(t) +K(t)BR−1B′K(t) −Q (7)

с граничным условием

K(T ) = P, (8)

а hN+1(t) – решение линейного дифференциального уравнения

ḣN+1(t) = −[A−BR−1B′K(t)]′hN+1(t) −Qz(t) +K(t)f(xN (t), uN (t)) (9)
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с граничным условием

hN+1(T ) = Pz(T ) (10)

(см. [1, с. 699]).1

Таким образом, если начальное приближение x0(t), u0(t) задано, то соотношения (4)–
(10) определяют схему последовательных приближений, которая, как будет показано ниже,
при всех достаточно малых значениях T позволяет установить существование решения
задачи (1)–(3) и дает эффективную процедуру построения этого решения. Отметим также,
что для простоты начальное приближение здесь будет определено соотношениями

x0(t) ≡ c (11)

и

u0(t) ≡ R−1B′[Pz(T ) −K(t)c]. (12)

За м е ч а н и е 1. Автономность системы (1) и постоянство матриц Q и R в настоящей
работе нигде не используются и приняты для простоты обозначений.

3. Локальная задача

Применим метод (6)–(12) для изучения простейшего варианта задачи (1)–(3), в котором
значение T предполагается достаточно малым. Такую задачу будем называть локальной.

Существование и структуру оптимального управления в локальной задаче (1)–(3) уста-
навливает следующая

Т е о р е м а 1. Пусть c – произвольная точка пространства Rn . Тогда найдется такое
положительное число T , что для всех T ∈ (0,T) существует оптимальное управление
u∗(t) в задаче (1)–(3). При этом для всех t ∈ [0, T ]

u∗(t) = R−1B′[h∗(t) −K(t)x∗(t)], (13)

где x∗(t) – решение уравнения

ẋ∗ = Ax∗ +Bu∗ + f(x∗, u∗) (14)

с начальным условием

x∗(0) = c, (15)

а h∗(t) – решение уравнения

ḣ∗(t) = −[A−BR−1B′K(t)]′h∗(t) −Qz(t) +K(t)f(x∗(t), u∗(t)) (16)

с граничным условием

h∗(T ) = Pz(T ). (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X(t) и H(t) – решения линейных матричных дифферен-
циальных уравнений

Ẋ = [A−BR−1B′K(t)]X, X(0) = E,

и, соответственно,

Ḣ = −[A−BR−1B′K(t)]′H, H(T ) = E,

1Здесь в книге [1] имеет место очевидная опечатка.
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где E – единичная (n × n) -матрица. Тогда при использовании управления (6) уравнение
(5) эквивалентно уравнению

xN+1(t) = X(t)c+

t∫

0

X(t− τ)[BR−1B′hN+1(τ) + f(xN (τ), uN (τ))] dτ, (18)

а уравнение (9) с граничным условием (10) – уравнению

hN+1(t) = H(t)Pz(T ) +

t∫

T

H(t− τ)(K(τ)f(xN (τ), uN (τ)) −Qz(τ)) dτ. (19)

Принимая во внимание (19), перепишем уравнение (18) в следующем эквивалентном
виде:

xN+1(t) = X(t)c+

t∫

0

X(t− τ){f(xN (τ), uN (τ)) +BR−1B′[H(τ)Pz(T )+

+

t∫

T

H(τ − s)(K(s)f(xN (s), uN (s)) −Qz(s)) ds]} dτ. (20)

Тогда с учетом (6) система (18), (19) может быть представлена в символической форме

xN+1(t) = X(t)c+

t∫

0

[f1(t, τ, xN (τ), hN (τ)) +

T∫

t

f2(τ, s, xN (s), hN (s)) ds] dτ, (21)

hN+1(t) = H(t)h0 +

T∫

t

f3(t, τ, xN (τ), hN (τ)) dτ, (22)

где

h0 = Pz(T ),

а f1 = (f1
1 , . . . , f

n
1 ), f2 = (f1

2 , . . . , f
n
2 ) и f3 = (f1

3 , . . . , f
n
3 ) – векторные функции, опреде-

ленные и непрерывные вместе со своими частными производными

∂f il
∂xj

,
∂f il
∂hj

, i, j = 1, . . . , n, l = 1, 2, 3,

в пространстве [0, T ] × [0, T ] × R2n и задаваемые подынтегральными функциями в равен-
ствах (20) и (19) соответственно.

Пусть теперь a – некоторое положительное число. Обозначим через Σ – множество
точек (t, x, h) ∈ R1+2n , для которых выполнены неравенства

0 6 t 6 T, |x− c| 6 a, |h− h0| 6 a, (23)

где |y| – длина вектора y . Так как Σ – компактное множество, то найдутся такие положи-
тельные числа M и L , что для всех значений t, x и h , удовлетворяющих условиям (23),
при τ ∈ [0, T ] выполнены неравенства

|fl(t, τ, x, h)| 6 M, l = 1, 2, 3, (24)
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и ∣∣∣∣
∂f il (t, τ, x, h)

∂xj

∣∣∣∣ 6 L,

∣∣∣∣
∂f il (t, τ, x, h)

∂hj

∣∣∣∣ 6 L, (25)

i, j = 1, . . . , n, l = 1, 2, 3.

Обозначим через Ω множество всех непрерывных пар (x, h) функций, определенных
на отрезке [0, T ] , принимающих значения в пространстве Rn и при t ∈ [0, T ] удовлетво-
ряющих условиям

|x(t) − c| 6 a, |h(t) − h0| 6 a, (26)

т. е. Ω – множество непрерывных пар (x, h) функций, графики которых лежат в Σ . При
этом будем рассматривать часть ΩT множества Ω , такую, что наряду с неравенствами
(26) при (x, h) ∈ ΩT выполнялись бы также неравенства

|X(t)c− c| 6
a

2
, |H(t)h0 − h0| 6

a

2
(27)

и
|x(t) −X(t)c| 6

a

2
, |h(t) −H(t)h0| 6

a

2
. (28)

Тогда в силу неравенств

|x(t) − c| 6 |x(t) −X(t)c| + |X(t)c− c|

и
|h(t) − h0| 6 |h(t) −H(t)h0| + |H(t)h0 − h0|

из условий (27) и (28) следуют неравенства (26) и, таким образом, принадлежность пары
(x, h) множеству ΩT .

Для всех t ∈ [0, T ] положим
ϕ(t) = (x(t), h(t))

и будем говорить, что ϕ ∈ ΩT , если (x, h) ∈ ΩT . Обозначим через F оператор, задаваемый
правыми частями системы (21), (22). Тогда, как легко видеть, если число T достаточно
мало, то из принадлежности ϕ множеству ΩT следует принадлежность множеству ΩT

функции
ϕ∗ = Fϕ, (29)

где ϕ∗ = (x∗, h∗) .
В самом деле, для того чтобы функция ϕ∗ , задаваемая соотношением (29), принадле-

жала множеству ΩT , достаточно, чтобы при выполнении условия (27) для всех t ∈ [0, T ]
были выполнены также и неравенства

|x∗(t) −X(t)c| 6
a

2
, |h∗(t) −H(t)h0| 6

a

2
.

Но в силу (21), (22) и (24) имеем

|h∗(t) −H(t)h0| =

∣∣∣∣∣∣

T∫

t

f3(t, τ, x(τ), h(τ)) dτ

∣∣∣∣∣∣
6 MT

и

|x∗(t) −X(t)c| =

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

[f1(t, τ, x(τ), h(τ)) +

T∫

t

f2(τ, s, x(s), h(s))ds]dτ

∣∣∣∣∣∣
6
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6 M(T + 1)T.

Отсюда следует, что при

M(T + 1)T 6
a

2
(30)

условие, предъявляемое к оператору F в (29), выполнено.
Пусть теперь ϕ = (x, h) и ψ = (y, g) – две произвольные функции, принадлежащие

множеству ΩT . Тогда при выполнении неравенства (30) функции

ϕ∗ = Fϕ

и
ψ∗ = Fψ

также принадлежат ΩT , где ϕ∗ = (x∗, h∗) и ψ = (y∗, g∗) . Тогда справедливо неравенство

‖ϕ∗ − ψ∗‖ 6 ‖Fϕ− Fψ‖ 6 k‖ϕ− ψ‖, (31)

в котором
‖µ‖ = max

06t6T
|µ(t)|

и k – положительное число, зависящее только от значения T . При этом для всех доста-
точно малых T > 0

k < 1. (32)

В самом деле, в силу неравенств (25) для всех t ∈ [0, T ] и τ ∈ [0, T ]

|fl(t, τ, x(τ), h(τ)) − fl(t, τ, y(τ), g(τ))| 6

6 λ(|x(τ) − y(τ)| + |h(τ) − g(τ)|), l = 1, 2, 3, (33)

где λ – некоторое положительное число, зависящее только от L (см. [10, с. 163]). Поэтому

∣∣∣∣∣∣

T∫

t

[f3(t, τ, x(τ), h(τ)) − f3(t, τ, y(τ), g(τ))]dτ

∣∣∣∣∣∣
6

6 λ




T∫

t

|x(τ) − y(τ)|dτ +

T∫

t

|h(τ) − g(τ)|dτ


 . (34)

Но для всех t ∈ [0, T ]

|x(t) − y(t)| 6 |ϕ(t) − ψ(t)| 6 ‖ϕ− ψ‖ (35)

и
|h(t) − g(t)| 6 |ϕ(t) − ψ(t)| 6 ‖ϕ− ψ‖. (36)

Тогда, если

h∗(t) = H(t)h0 +

T∫

t

f3(t, τ, x(τ), h(τ))dτ

и

g∗(t) = H(t)h0 +

T∫

t

f3(t, τ, x(τ), g(τ))dτ,
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то в силу неравенств (34)–(36)

‖h∗ − g∗‖ 6 2λT‖ϕ− ψ‖. (37)

С другой стороны, согласно неравенствам (33)

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

{f1(t, τ, x(τ), h(τ)) − f1(t, τ, y(τ), g(τ)) +

T∫

t

[f2(τ, s, x(s), h(s)) − f2(τ, s, y(s), g(s))]ds}dτ

∣∣∣∣∣∣
6

6 λ




t∫

0

{|x(τ) − y(τ)| + |h(τ) − g(τ)| +
T∫

t

(|x(s) − y(s)| + |h(s) − g(s)|)ds}dτ


 . (38)

Тогда, если

x∗(t) = X(t)c+

t∫

0

[f1(t, τ, x(τ), h(τ)) +

T∫

t

f2(τ, s, x(s), h(s)) ds] dτ

и

y∗(t) = X(t)c+

t∫

0

[f1(t, τ, y(τ), g(τ)) +

T∫

t

f2(τ, s, y(s), g(s)) ds] dτ,

то из неравенств (35), (36) и (38) следует, что

‖x∗ − y∗‖ 6 2λ(T + 1)T‖ϕ− ψ‖. (39)

Но согласно неравенству треугольника

‖ϕ∗ − ψ∗‖ 6 ‖x∗ − y∗‖ + ‖h∗ − g∗‖.

Поэтому в силу неравенств (37) и (39)

‖ϕ∗ − ψ∗‖ 6 2λ(T + 2)T‖ϕ− ψ‖.

Таким образом, если
2λ(T + 2)T < 1, (40)

то, полагая
k = 2λ(T + 2)T,

видим, что при выполнении условия (40) выполнены также условия (31) и (32). Сказанное
означает, что существует такое положительное число T , что выполняются условия (30) и
(40). Последнее обеспечивает выполнение требований (31) и (32), предъявляемых к опера-
тору F (см. (29)). Поэтому будем считать число T наименьшим из чисел TM или Tλ , где
TM – положительный корень уравнения

M(T + 1)T =
a

2
,

а Tλ – положительный корень уравнения

2λ(T + 2)T = 1

соответственно. Тогда для всех T ∈ (0,T) выполнены неравенства (28) и (40).
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Для всех t ∈ [0, T ] и N = 0, 1, . . . положим

ϕN (t) = (xN (t), hN (t))

и построим последовательность функций

ϕ0, ϕ1, . . . , ϕN , . . . , (41)

определенных и непрерывных на отрезке [0, T ] , в силу системы (21), (22) приняв

ϕN+1 = FϕN , N = 0, 1, . . . , (42)

и
ϕ0(t) ≡ (c, h0). (43)

Поскольку функция (43) принадлежит множеству ΩT , то согласно равенству (42) все
функции последовательности (31) также принадлежат множеству ΩT . Рассмотрим функ-
циональное уравнение

ϕ = Fϕ. (44)

Согласно (31) и (32) легко видеть, что F является сжимающим оператором, отображающим
множество ΩT в себя. Поэтому уравнение (44) имеет на множестве ΩT решение ϕ∗ , которое
может быть получено по формуле

ϕ∗(t) = lim
N→+∞

ϕN (t), (45)

где сходимость равномерна на отрезке [0, T ] (см., например, [10, с. 165]). Но

h0 = Pz(T ).

Значит в силу (43) последовательность (42) удовлетворяет начальным приближениям (11)
и (12). Поэтому из равенств (6) и (45) следует существование функций u∗(t) и x∗(t) , по-
строенных по формулам

u∗(t) = lim
N→+∞

uN (t) (46)

и
x∗(t) = lim

N→+∞
xN (t), (47)

где сходимость равномерна на отрезке [0, T ] , т.е. функция x∗(t) является соответствующим
u∗(t) решением уравнения (14) с начальным условием (15). Более того, уравнение (9) с
граничным условием (10) переходит в уравнение (14) с граничным условием (15), а закон
управления (6) – в (10). При этом

J(u∗) = lim
N→+∞

JN (uN ) (48)

и
JN (uN ) 6 JN (u)

для всех функций u , суммируемых с квадратом на [0, T ] . Отсюда следует, что для каждой
такой функции

lim
N→+∞

JN (uN ) = J(u∗) 6 lim
N→+∞

JN (u),

т. е. u∗(t) – оптимальное управление в задаче (1)–(3).
Таким образом, теорема 1 доказана.
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За м е ч а н и е 2. Легко видеть, что метод последовательных приближений (6)–(12) мо-
жет быть использован для отыскания решения задачи (1)–(3) для всех достаточно малых
значений T .

4. Общий случай

Как видно из доказательства теоремы 1, оценка (40) является весьма грубой и не на-
кладывает принципиальных ограничений на использование метода (6)–(12) при произволь-
ном T .

Переходя к рассмотрению общего случая задачи (1)–(3) с произвольным конечным го-
ризонтом, заметим, что справедлива

Т е о р е м а 2. Предположим, что последовательность (41), сгенерированная методом
(6)–(12), равномерно ограничена. Тогда множество

Ω(ϕ0) =
⋂

N>0

⋃

k>N

ϕk

непусто, компактно в топологии равномерной сходимости и инвариантно. При этом име-
ет место равенство

Ω(ϕ0) = lim
N→+∞

ϕN . (49)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку множество (41) равномерно ограничено, то непустота
множества Ω(ϕ0) очевидна. При этом в силу равенств (5), (6) и (9) несложно заметить, что
функции семейства

ϕ̇0, ϕ̇1, . . . , ϕ̇N , . . . (50)

непрерывны на отрезке [0, T ] , а само семейство (50) еще и равномерно ограничено. Следо-
вательно, множество (41) равностепенно непрерывно (см., например, [11, с. 325]). Сказанное
означает, что множество (41) относительно компактно в топологии равномерной сходимости
(см., например, [12, с. 489]). Отсюда вытекают компактность множества Ω(ϕ0) в топологии
равномерной сходимости, его инвариантность и равенство (49) (см. [13, с. 101–103]).

Таким образом, теорема 2 доказана.
С л е д с т в и е. Предположим, что в условиях теоремы 2 множество Ω(ϕ0) состоит

из единственной функции ϕ∗ . Тогда в задаче (1)–(3) существует оптимальное управление
u∗(t) , удовлетворяющее равенствам (10)–(17).

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия в силу равенства (49) фактически повторяет доказатель-
ство второй части теоремы 1 (см. (45)–(46)). Поэтому здесь оно опускается.

З а м е ч а н и е 3. Каждое компактное инвариантное множество, как известно, содержит
компактное минимальное множество (см., например, [14, с. 401]). Поэтому в условиях тео-
ремы 2 множество Ω(ϕ0) содержит компактное минимальное множество M .

Если ϕM = (xM, hM) – произвольная функция множества M , то в силу теорем 1 и 2
несложно заметить, что закон управления

u(t) = R−1B′[hM(t) −K(t)x(t)] (51)

в любом случае можно считать хорошим приближением к решению задачи (1)–(3).
Отметим также, что в силу следствия теоремы 2 сходимость метода (6)–(12) устанавли-

вает существование решения задачи (1)–(3) и вид оптимального управления.

5. Заключение

Ключевым для настоящей работы является метод последовательных приближений
(6)–(12).
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Согласно теореме 1 для всех достаточно малых значений T метод (6)–(12) равномерно
сходится к решению задачи (1)–(3). При этом сходимость метода устанавливает существова-
ние решения задачи (1)–(3) для малых T и в пределе дает оптимальный закон управления
с обратной связью.

Теорема 2 при минимальных дополнительных требованиях к методу позволяет уста-
новить близкий к оптимальному закон управления (51) для произвольного значения T .
Более того, в силу следствия теоремы 2 из сходимости метода (6)–(12) всегда вытекает
существование оптимального управления и его структура.

Необходимо также отметить, что ситуация выполнения условий следствия теоремы 2 не
является исключительной. Последнее объясняться гарантированной сходимостью метода
(6)–(12) при малых значениях T и грубостью оценки (40).
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УДК 517.958

О РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ О РАВНОВЕСИИ
ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ

c© И.Б. Бадриев, В.В. Бандеров, Г.З. Гарипова, М.В. Макаров

Ключевые слова: трехслойная пластина; седловая точка; трансверсально-мягкий запол-
нитель; теорема существования.
Рассмотрена одномерная геометрически линейная задача об определении напряженно-
деформированного состояния трехслойной пластины с трансверсально-мягким запол-
нителем при наличии ограничений на уровень формирующихся в заполнителе попереч-
ных касательных напряжений. Обобщенная постановка сформулирована в виде задачи
об отыскании седловой точки некоторого функционала. Доказана теорема существова-
ния седловой точки.

Трехслойные панели с тонкими прочными композитными обшивками и легким заполни-
телем благодаря своим уникальным свойствам широко используются во многих отраслях
техники. Главной особенностью таких конструкций является сочетание высокой изгибной
жесткости и прочности с небольшой массой и хорошей способностью поглощать энергию
при ударных воздействиях. Кроме того, трехслойные конструкции позволяют обеспечить
хорошие звуко- и теплоизолирующие свойства [1], а также обладают высокой технологич-
ностью и вибростойкостью. Это и определяет их широкое применение в аэрокосмической
технике, судостроении, транспортном машиностроении, а также в строительстве.

В настоящей работе рассматривается физически нелинейная и геометрически линейная
задача о равновесии трехслойной пластины, составленной из двух несущих слоев и располо-
женным между ними трансверсально-мягким заполнителем, связанным с несущими слоями
клеевым соединением. Для описания напряженно-деформированного состояния в несущих
слоях используются уравнения линейной модели Кирхгофа–Лява, в заполнителе — уравне-
ния теории упругости, упрощенные в рамках принятой модели трансверсально-мягкого слоя
и проинтегрированных по толщине с удовлетворением условий сопряжения слоев по переме-
щениям в поперечном направлении. Кроме того, задача рассматривается при ограничении,
соответствующем идеальной упруго-пластической модели для заполнителя. Обобщенная
постановка задачи формулируется в виде задачи об отыскании седловой точки некоторого
функционала. Отметим, что в работах [2-6] рассматривались задачи теории мягких обо-
лочек, а также методы их решения. В [7] предлагается приближенный метод нахождения
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