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Предлагаются условия, обеспечивающие непрерывную зависимость от параметров ре-
шений краевой задачи для системы неявных дифференциальных уравнений с отклоня-
ющимся аргументом. Используемый в работе метод основан на результатах о векторно
накрывающих отображениях, полученных Е.С. Жуковским.
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Идея применения накрывающих отображений в исследовании неявных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений предложена в [1], в этой работе были получены условия существо-
вания и продолжаемости решений задачи Коши. В [2] в терминах накрывающих отображе-
ний были получены условия непрерывной зависимости решений задачи Коши от параметров.
В связи с исследованиями краевых задач для неявных обыкновенных дифференциальных
уравнений в [3]–[5] начато изучение накрывающих отображений в произведениях метрических
пространств. Эти исследования привели к понятию векторно накрывающего отображения;
основные результаты о векторно накрывающих отображениях получены в [6], [7].

В работах [8]–[13] результаты о возмущениях векторно накрывающих отображений приме-
нены к изучению задачи Коши и краевых задач для неявных дифференциальных уравнений
с отклоняющимся аргументом. Данная статья продолжает это исследование. Здесь предла-
гаются условия, обеспечивающие непрерывную зависимость от параметров решения краевой
задачи для системы неявных дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом.

Используются следующие обозначения: 1n — n -мерный вектор, все компоненты которого
равны 1, Rn — n -мерное вещественное пространство и Rn

+ — конус векторов с неотрицатель-
ными компонентами в этом пространстве; L∞([a, b],R) — банахово пространство измеримых
существенно ограниченных функций x : [a, b]→R с нормой ||x||L∞([a,b],R)=vrai supt∈[a,b] |x(t)|;
AC∞([a, b],R) — банахово пространство абсолютно непрерывных функций, имеющих почти
всюду производную ẋ∈L∞([a, b],R), с нормой ||x||AC∞([a,b],R)= ||ẋ||L∞([a,b],R)+ |x(a)|.

Пусть заданы метрические пространства Xi
.
= (Xi, ρXi), Yj

.
= (Yj, ρYj ), i= 1, n, j =1,m.

Определим произведения этих пространств X=
n∏

i=1
Xi, Y =

m∏
j=1

Yj и зададим в них векторные

метрики, полагая для x=(x1, . . . , xn), u=(u1, . . . , un)∈X и y=(y1, . . . , ym), ω=(ω1, . . . , ωm)∈ Y

ρX(x, u) =
(
ρX1(x1, u1), . . . , ρXn(xn, un)

)
, ρY (y, ω) =

(
ρY1(y1, ω1), . . . , ρYm(ym, ωm)

)
.
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Обозначим BXi(ui, di)
.
= {xi ∈Xi :ρXi(ui, xi)≤ di} — замкнутый шар в пространстве Xi с цен-

тром в точке ui ∈Xi радиуса di ≥ 0. Аналогично, обозначим BYj (ωj, rj) замкнутый шар в
пространстве (Yj, ρYj ). Определим произведения этих шаров

BY (ω, r)
.
=

m∏
j=1

BYj(ωj , rj) = {y ∈ Y , ρY (y, ω) ≤ r}, где r = (r1, . . . , rm) ∈ Rm
+ ,

BX(u, d)
.
=

n∏
i=1

BXi(ui, di), где d = (d1, . . . , dn) ∈ Rn
+.

Пусть, задано множество W ⊂ Y , n×m матрица A с неотрицательными компонентами
aij, i=1, n, j=1,m. По заданным u0 ∈X, R∈Rm

+ определим множество

B(u0, R)
.
= {(u, r) ∈ BX(u0, R)× Rm

+ : Ar + ρX(u, u0) ≤ R}. (1)

О п р е д е л е н и е 1 [6], [7]. Отображение Ψ :X → Y называем векторно условно
A -накрывающим множество W на совокупности B(u0, R) если

∀u∈BX(u0, R) ∀y∈W ∩Ψ(X) AρY (y,Ψ(u))+ ρX(u, u0)≤R ⇒
∃x∈X Ψ(x)= y, ρX(x, u)≤AρY (y,Ψ(u)).

Будем рассматривать пространства Rn, L∞([a, b],Rn), AC∞([a, b],Rn) как произведения
соответствующих метрических пространств, т. е. определим в этих пространствах векторные
метрики равенствами

ρRn(d, γ)
.
=

(|d1 − γ1|, . . . , |dn − γn|
) ∀d, γ ∈Rn,

ρL∞([a,b],Rn)(y,w)
.
=

(||y1 −w1||L∞([a,b],R), . . . , ||yn −wn||L∞([a,b],R)

) ∀ y,w∈L∞([a, b],Rn),

ρAC∞([a,b],Rn)(x, v)
.
=

(||x1 − v1||AC∞([a,b],R), . . . , ||xn − vn||AC∞([a,b],R)

) ∀ x, v ∈AC∞([a, b],Rn).

Сформулируем утверждение о непрерывной зависимости от параметров решений краевой
задачи для системы неявных дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом.

Пусть при любом натуральном l заданы: вектор Δl ∈ Rk, непрерывная функция
gl :Rn ×Rn →Rk, измеримая функция hl : [a, b]→Rn, измеримая существенно ограниченная
функция yl : [a, b]→Rm, измеримая по Борелю ограниченная функция ϕl : (−∞, a)

⋃
(b,∞)→

→ Rn, и определена удовлетворяющая условиям Каратеодори функция f l : [a, b]×Rn×Rn→
→ Rm. Относительно функции f l предполагаем, что для любого r ∈ Rm

+ существует та-
кое ηlr ≥ 0, что при почти всех t ∈ [a, b] и любых x, ω ∈BRn(0, r) выполнено неравенство
|f l(t, x, ω)| ≤ ηlr.

Рассмотрим при t∈ [a, b], l=1, 2, . . . последовательность систем

f li

(
t, x1

(
hl1(t)

)
, . . . , xn

(
hln(t)

)
, ẋ1(t), . . . , ẋn(t)

)
= yli(t), i=1,m,

xj(s)=ϕl
j(s), если s /∈ [a, b], j=1, n,

(2)

с краевыми условиями

gli
(
x1(a), . . . , xn(a), x1(b), . . . , xn(b)

)
= Δl

i, l = 1, 2, . . . , i = 1, k. (3)

Для любого j=1, n, при всех l=1, 2, . . . зададим (очевидно, измеримые) множества

El
j = (hlj)

−1[a, b] = {t ∈ [a, b] : hlj(t) ∈ [a, b]},
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и числа H l
j = vrai sup

t∈El
j

(hlj(t)− a). Полагаем H l
j = 0, если El

j =∅. Положим Hj = sup
l=1,2,...

H l
j .

Определим оператор

Shl : AC([a, b],Rn) → L∞([a, b],Rn), Shlx = (Shl
1
x1, . . . , Shl

n
xn),

(Shl
j
xj)(t) =

{
xj(h

l
j(t)), если t∈Ej ,

ϕl
j(h

l
j(t)), если t /∈Ej,

j = 1, n.

Пусть заданы функция x0 ∈AC∞([a, b],Rn) и n×m матрица A1 с неотрицательными
компонентами. Пусть ε1 > 0, ε2 > 0, R1 .= ε11n, R2 .= ε21n ∈ Rn

+, d1
.
= ε11m ∈ Rm

+ . Опреде-
лим u0 = ẋ0 ∈ L∞([a, b],Rn), γ0 = x0(a) ∈ Rn. Зададим при каждом t ∈ [a, b] совокупность
B
(
u0(t), R1

)⊂Rn×Rm
+ равенством (1), где A=A1, т.е.

B
(
u0(t), R1

) .
= {(u, r) ∈ Rn × Rm

+ : A1r + ρRn

(
u, u0(t)

) ≤ R1}.

Обозначим через x0j , j=1, n, компоненты функции x0 ∈AC∞([a, b],Rn). Положим

D̂(t)
.
=

n∏
j=1

D̂j(t), где D̂j(t)
.
=

{
BR

(
x0j(t), R

2
j +R

1
j (t− a)

)
, если t∈Ej ,

{ϕj(hj(t))}, если t /∈Ej.

Определим при п. в. t∈ [a, b] и любом x∈ D̂(t) множество W 1(t, x)
.
=BRm

(
f(t, x, u0(t)), d1

)
=

=
m∏
i=1

W 1
i (t, x), W 1

i (t, x)
.
=

[
fi(t, x, u

0(t))− d1i , fi(t, x, u
0(t))+ d1i

]
, i=1,m.

Пусть определены матрица A2 с неотрицательными компонентами размерности n× k и
вектор d2 ∈Rk

+. Зададим совокупность B
(
γ0, R2

)⊂Rn×Rk
+ равенством

B
(
γ0, R2

) .
= {(γ, r) ∈ Rn × Rk

+ : A2r + ρRn

(
γ, γ0

) ≤ R2}.

При любом x∈BRn

(
x0(b), R2 +R1(b− a)

)
определим множество W 2(x)

.
=BRk

(
g(γ0, x), d2

)
=

=
k∏

i=1
W 2

i (x), W 2
i (x)

.
=

[
gi(γ

0, x)−d2i , gi(γ0, x)+d2i
]
, i=1, k.

Положим при любом j=1, n, при всех l=1, 2, . . . ,

D̂l(t)
.
=

n∏
j=1

D̂l
j(t), где D̂l

j(t)
.
=

{
BR

(
x0j(t), R

2
j +R

1
j (t− a)

)
, если t∈El

j ,

{ϕl
j(h

l
j(t))}, если t /∈El

j.

Определим при п. в. t∈ [a, b] и любом x∈ D̂l(t) множество W 1l(t, x)
.
=BRm

(
f l(t, x, u0(t)), d1

)
.

Вычислим
y0l(t)

.
= f l

(
t, (Shl

1
x01)(t), . . . , (Shl

n
x0n)(t), u

0
1(t), . . . , u

0
n(t)

)
,

Δ0l .= g0l
(
γ01 , . . . , γ

0
n, γ

0
1 +

b∫
a
u01(s)ds, . . . , γ

0
n +

b∫
a
u0n(s)ds

)
.

Пусть при l→∞ имеют место сходимости

vrai sup
t∈[a,b]

|y0l − yl| → 0, |Δ0l −Δl| → 0, (4)

Т е о р е м а 1. Пусть при каждом натуральном l = 1, 2, . . . выполнены следующие
условия:
• при почти всех t ∈ [a, b] и любом x ∈ D̂l(t) отображение f l(t, x, ·) : Rn → Rm является
векторно условно A1 -накрывающим множество W 1l(t, x) на совокупности B

(
u0(t), R1

)
;

при любом x∈BRn

(
x0(b), R2 +R1(b− a)

)
отображение gl(·, x) :Rn →Rk является векторно
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условно A2 -накрывающим множество W 2l(x) на совокупности B
(
γ0, R2

)
;

• для любых i=1,m, j =1, n существует такое β1ij ≥ 0, что при почти всех t∈El
j , всех

ω ∈BRn

(
u0(t), R1

)
и любых xp ∈ D̂l

p(t), p=1, n и p �= j, отображение

f li (t, x1,. . . , xj−1, ·, xj+1,. . . , xn, w) : D̂
l
j(t) → R

является β1ij -липшицевым; для любых i=1, k, j=1, n существует такое β2ij ≥ 0, что при
всех γ ∈B

(
γ0, R2

)
и любых xp ∈BR

(
x0p(b), R

2
p +R1

p(b− a)
)
, p=1, n и p �= j, отображение

gli(γ, x1, . . . , xj−1, ·, xj+1, . . . , xn) : BR
(
x0j (b), R

2
j +R1

j (b− a)
) → R

является β2ij -липшицевым;
• для любых i= 1,m, j =1, n, при почти всех t∈ [a, b] и любых xj ∈ D̂l

j(t) имеет место
включение

yli(t) ∈ f li

(
t, x1, . . . , xn, BRn

(
u0(t), R1

))
;

для любых i=1, k, j=1, n, любых xj ∈BR
(
x0j (b), R

2
j +R1

j (b− a)
)
имеет место включение

Δl
i ∈ gli

(
BRn

(
γ0, R2

)
, x1, . . . , xn

)
;

• спектральный радиус � произведения BA матриц

A=

(
A1 0
0 A2

)
, B=

(
B11 B12

B21 B22

)
,

где B11 = (Hjβ
1
ij)m×n, B12 = (β1ij)m×n, B21 =

(
(b− a)β2ij

)
k×n

, B22 = (β2ij)k×n, удовлетворяет
неравенству �(BA)< 1;

Тогда, если имеют место соотношения (4), то при каждом l, начиная с некоторого
номера, существует определенное на [a, b] решение ξl∈AC∞([a, b],Rn) краевой задачи (2), (3)
такое, что имеет место сходимость ξl →x0.
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TO BOUNDARY-VALUE PROBLEMS FOR A SYSTEM OF IMPLICIT
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Conditions are offered that ensure a continuous dependence on the parameters solutions of
the boundary value problem for a system of implicit differential equations with a deviating
argument. The method used in this paper is based on the results on vector-covering mappings
obtained by E.S. Zhukovsky.
Key words: a system of differential equations; a boundary-value problem; vector covering
mappings; metric spaces
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