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Рассмотрены управляемые системы с неявной дифференциальной связью и краевы-
ми ограничениями. В терминах накрывающих и липшицевых отображений получены
достаточные условия существования решений.
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1. Постановка задачи

Пусть заданы число T > 0 , множество U ⊂Rs отображение f : [0, T ]×Rn ×Rn ×Rs →Rk

и многозначное отображение G :Rn ×Rn ⇒Rm (здесь под многозначным отображением бу-
дем понимать отображение, которое каждой точке области определения ставит в соответствие
некоторое непустое замкнутое множество). Рассмотрим управляемую систему

f(t, x, ẋ, u(t))= 0 ∀̇t∈ [0, T ],

u(t)∈U ∀̇t∈ [0, T ],

0∈G(x(0), x(T )).

(1)

Здесь ∀̇ означает "для почти всех". Обозначим через Ln
∞ множество всех измеримых суще-

ственно ограниченных функций v : [0, T ]→Rn , а через ACn
∞ – множество всех абсолютно

непрерывных функций x : [0, T ]→Rn таких, что ẋ(·) ∈ Ln
∞ . Здесь и далее через ẋ(t) мы

обозначаем производную функции x в точке t∈ (0, T ) . Под решением задачи (1) мы будем
понимать пару (x(·), u(·))∈ACn

∞ ×Ln
∞ такую, что f(t, x(t), ẋ(t), u(t)) = 0 для почти всех t∈

∈ [0, T ], u(t)∈U для почти всех t∈ [0, T ] и 0∈G(x(0), x(T )) .
Далее относительно задачи (1) мы будем предполагать, что

• отображение f(·, x, v, u) измеримо для всех (x, v, u)∈Rn×Rn×Rs ;

• отображение f(t, ·) непрерывно для почти всех t∈ [0, T ];

• для каждого R> 0 существует число M > 0 такое, что

|x|+ |v|+ |u| ≤ R ⇒ |f(t, x, v, u)| ≤ M ∀̇ t ∈ [0, T ];

• многозначное отображение G(·) непрерывно;
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• множество U компактно.

Прежде, чем сформулировать основной результат настоящей работы, напомним некоторые
определения и утверждения.

2. Вспомогательные сведения

Пусть (X, ρX), (Y, ρY ) – метрические пространства, числа α> 0 , β ≥ 0 заданы. Много-
значное отображение Ψ :X⇒Y называется α -накрывающим, если

∀x0 ∈ X, y0 ∈ Ψ(x0), y ∈ Y ∃x ∈ X : y ∈ Ψ(x) и ρX(x0, x) ≤
ρY (y0, y)

α
.

Теория накрывающих отображений используется для изучения вопроса разрешимости аб-
страктных нелинейных уравнений и включений. В [1], [2], [3],[4] накрывающие отображения ис-
пользовались для получения условий существования решений абстрактных уравнений и вклю-
чений и исследования свойств точек совпадения отображений в метрических пространствах. В
[5] накрывающие отображения использовались для выведения условий существования реше-
ний неявных обыкновенных дифференциальных уравнений. Средствами теории накрывающих
отображений в [6] были исследованы неявные уравнения Вольтерра, а в [7], [8] – управляемые
системы.

Многозначное отображение Ψ:X⇒Y будем называть непрерывным, если оно непрерывно
в смысле расстояния по Хаусдорфу hY . Расстояние по Хаусдорфу hY (A,B) между непустыми
множествами A,B⊂Y определяется равенством

hY (A,B) = max
{
sup
a∈A

inf
b∈B

ρY (a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

ρY (a, b)
}
.

Таким образом, непрерывность многозначного отображения Ψ:X⇒Y равносильна тому, что
для любой точки x∈X и любой сходящейся к ней последовательности {xn}⊂X выполня-
ется соотношение hY (Ψ(xn),Ψ(x))→ 0 при n→∞ . Многозначное отображение Ψ :X ⇒ Y
называется β -липшицевым, если

hY (Ψ(x),Ψ(u)) ≤ βρX(x, u) ∀x, u ∈ X.

Многозначное отображение Ψ : [0, T ]⇒Rk , принимающее компактные значения, называется
измеримым, если для любого открытого множества V ⊂Rk множество

Ψ−1(V ) := {t ∈ [0, T ] : Ψ(t) ∩ V ̸= ∅}

измеримо по Лебегу.
Пусть дано многозначное отображение F : [0, T ]×Rn×Rn⇒Rk . Предположим, что

• отображение F (·, x, u) измеримо для всех x, u∈Rn ;

• отображение F (t, ·) непрерывно для почти всех t∈ [0, T ];

• для каждого R> 0 существует число M > 0 такое, что

|x|+ |u| ≤ R ⇒ |y| ≤ M ∀̇ t ∈ [0, T ], ∀ y ∈ F (t, x, u).

Рассмотрим вспомогательную задачу{
0∈F (t, x, ẋ) ∀̇t∈ [0, T ],

0∈G(x(0), x(T )).
(3)
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Под решением задачи (3) будем понимать функцию x(·)∈ACn
∞ такую, что 0∈F (t, x(t), ẋ(t))

для почти всех t∈ [0, T ] и 0∈G(x(0), x(T )) . Сформулируем достаточные условия существо-
вания решения задачи (1).

Т е о р е м а 1 (см. [9]). Предположим, что
a) многозначное отображение F (t, x, ·) является αF -накрывающим при почти всех t ∈
∈ [0, T ] , при всех x∈Rn ;
b) многозначное отображение F (t, ·, u) является βF -липшицевым при почти всех t∈ [0, T ] ,
при всех u∈Rn ;
c) многозначное отображение G(·, b) является αG -накрывающим при всех b∈Rn ;
d) многозначное отображение G(a, ·) является βG -липшицевым при всех a∈Rn .

Если
βF
αF

T +
βG
αG

< 1, (4)

то задача (3) имеет решение.

З а м е ч а н и е. Отметим, что теорема 1 выводится из леммы 2 из [9]. Из неё же
следует, что в предположениях теоремы 1 не только существует решение задачи (3), но,
более того, для любого ε > 0 , для любых функции x0 ∈ACn

∞ , y0 ∈Lk
∞ таких, что y0(t)∈

∈ F (t, x0(t), ẋ0(t)) ∀̇ t , для любого вектора v0∈G(x0(0), x0(T )) существует такое решение
x∈ACn

∞ задачи (3), что

∥ẋ− ẋ0∥Ln
∞ ≤

βF |v0|+ (αG − βG)∥y0∥Lm
∞

αGαF − αFβG − TαGβF
+ ε,

|x(0)− x0(0)| ≤
(αF − βFT )|v0|+ TβG∥y0∥Lm

∞

αGαF − αFβG − TαGβF
+ ε.

3. Основной результат

Т е о р е м а 2. Предположим, что
a) отображение f(t, x, ·, u) является αf -накрывающим при почти всех t∈ [0, T ] , при всех
x∈Rn , u∈Rs ;
b) многозначное отображение f(t, ·, v, u) является βf -липшицевым при почти всех t ∈
∈ [0, T ] , при всех v ∈Rn , u∈Rs ;
c) многозначное отображение G(·, b) является αG -накрывающим при всех b∈Rn ;
d) многозначное отображение G(a, ·) является βG -липшицевым при всех a∈Rn .

Если
βf
αf

T +
βG
αG

< 1, (5)

то задача (1) имеет решение.
Доказательство. Определим многозначное отображение F : [0, T ]×Rn×Rn⇒Rk по фор-

муле
F (t, x, v) := f(t, x, v, U) ∀̇ t ∈ [0, T ], ∀ (x, v) ∈ Rn × Rn.

Покажем, что построенное таким образом многозначное отображение F удовлетворяет всем
предположениям теоремы 1.

Поскольку образ компакта при непрерывном отображении является компактом, то множе-
ство F (t, x, v) компактно при почти всех t∈ [0, T ] , для всех (x, v)∈Rn×Rn . Из непрерывности
отображения f(t, ·) следует, что многозначное отображение F (t, ·) непрерывно (см. теорему
1.3.13 из [10]). Из измеримости отображения f по переменной t следует измеримость много-
значного отображения F (·, x, v) для всех (x, v)∈Rn×Rn (см. §1.5.2 из [10]). Из компактности
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множества U и того, что отображение f переводит ограниченное множество в ограниченное,
следует, что для каждого R> 0 существует число M > 0 такое, что

|x|+ |u| ≤ R ⇒ |y| ≤ M ∀̇ t ∈ [0, T ], ∀ y ∈ F (t, x, u).

Из βf -липшицевости отображения f по переменной x следует, что многозначное отоб-
ражение F является βf -липшицевым по x . Действительно, для почти всех t ∈ [0, T ] , для
всех v, x1, x2 ∈Rn , y1 ∈ F (t, x1, v) существует u ∈U такое, что y1 = f(t, x1, v, u) . Положим
y2 := f(t, x2, v, u) . Тогда y2 ∈F (t, x2, x) и

|y1 − y2| = |f(t, x1, v, u)− f(t, x2, v, u)| ≤ β|x1 − x2|.

Следовательно,
hRk(F (t, x1, v), F (t, x2, v)) ≤ βf |x1 − x2| ∀x1, x2 ∈ Rn.

Значит, многозначное отображение F является βf -липшицевым по переменной x .
Из αf -накрываемости отображения f по переменной ẋ следует, что многозначное отобра-

жение F является αf -накрывающим по ẋ . Действительно, для почти всех t∈ [0, T ] , для всех
x, v0∈Rn , y0∈F (t, x, v0) существует u∈U такое, что y0=f(t, x, v0, u) . Из αf -накрываемости
отображения f(t, x, ·, u) следует, что для любого y ∈Rk существует v ∈Rn такой, что

y = f(t, x, v, u) и |v − v0| ≤
|y − f(t, x, v0, u)|

αf
.

Значит, y ∈F (t, x, v) и

|v − v0| ≤
|y − y0|

αf
.

Следовательно, многозначное отображение F является αf -накрывающим по переменной ẋ .
Итак, доказано, что F удовлетворяет предположениям теоремы 1. Многозначное отобра-

жение G тоже удовлетворяет предположениям теоремы 1. Кроме того, выполняется неравен-
ство (5). Поэтому из теоремы 1 следует, что задача (3) имеет решение x(·)∈ACn

∞ . Значит

0 ∈ f(t, x(t), ẋ(t), U) ∀̇ t ∈ [0, T ], 0 ∈ G(x(0), x(T )).

Из первого включения и леммы Филиппова (см., например, теорему 1.5.15 в [10]) следует, что
существует измеримая функция u(·) такая, что

0 ∈ f(t, x(t), ẋ(t), u(t)), u(t) ∈ U ∀̇ t ∈ [0, T ].

Функция u(·) является существенно ограниченной, поскольку множество U компактно. Та-
ким образом, пара (x(·), u(·)) является решением задачи (1). 2
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