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Понятие накрывания распространяется на многозначные отображения, действующие
в пространствах с векторнозначной метрикой. Сформулировано и доказано утвержде-
ние о точках совпадения двух многозначных отображений в пространствах с вектор-
нозначной метрикой, одно из которых является накрывающим, а другое — липшице-
вым. Получен признак накрывания оператора Немыцкого в пространстве измеримых
существенно ограниченных вектор-функций, снабженном векторнозначной метрикой.
Перечисленные результаты применяются к исследованию функциональных включений
с отклоняющимся аргументом.
Ключевые слова: пространства с векторнозначной метрикой; точки совпадения; мно-
гозначные накрывающие отображения; многозначный оператор Немыцкого; функцио-
нальные включения

Благодаря результатам Л.А. Люстерника, Л.М. Грейвса, А.А. Милютина (см. [1]–[3]) на-
крывающие отображения нормированных пространств в 60–70-е гг. XX века стали одним из
основных инструментов теории экстремальных задач. Дальнейшему расширению применений
накрывающих отображений в анализе во многом способствовали результаты А.В. Арутюно-
ва о точках совпадения накрывающего и липшицева отображений метрических пространств
(см., в частности, [4], [5]). Для нахождения точек совпадения в этих работах использовался
итерационный процесс, частным случаем которого является последовательность итераций, ис-
пользуемая в доказательстве теоремы Банаха и ее многочисленных обобщений. Аналогичные
итерации были использованы в [6]–[8] для доказательства теорем о нелинейных возмущениях
— утверждений, описывающих свойства действующего в метрических пространствах отоб-
ражения двух аргументов, являющегося накрывающим по одному из них и липшицевым по
второму. Эти исследования были продолжены в ряде работ (см. [9]–[12]) с целью примене-
ния к интегральным, дифференциальным, функционально-дифференциальным, разностным
уравнениям неявного вида. В связи с изучением задач управления, краевых задач, систем инте-
гральных, дифференциальных, функционально-дифференциальных уравнений и включений
в работах [13]–[15] теоремы о нелинейных возмущениях были распространены на произведе-
ния метрических пространств, в которых была введена векторная метрика, представляющая
собой вектор из Rn+ с компонентами — метриками пространств-сомножителей. Дальнейшему
развитию этих результатов посвящена статья [16], в которой рассмотрены однозначные отоб-
ражения пространств с векторнозначной метрикой, являющейся элементом конуса некоторого
нормированного пространства.
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Здесь предлагается утверждение о точках совпадения многозначных отображений таких
пространств, полученные результаты применяются к исследованию функциональных включе-
ний в пространствах измеримых функций.

Пусть E — линейное нормированное пространство, E+⊂E — замкнутый выпуклый конус,
определяющий упорядоченность:

∀r1, r2 ∈ E r1 6 r2 ⇔ r2 − r1 ∈ E+.

Пусть задано непустое множество X . Отображение PX :X 2→E+ называют векторнозначной
метрикой, если для любых x, u, v ∈X выполнены следующие соотношения:

PX (x, u) = 0 ⇔ x = u; PX (x, u) = PX (u, x); PX (x, u) 6 PX (x, v) + PX (v, u).

Пространство с векторнозначной метрикой обозначаем (X ,PX ) или коротко X .
Приведем векторные аналоги основных понятий метрических пространств. Замкнутый

шар с центром в точке x′∈X радиуса r∈E+ в пространстве X — это множество BX (x
′, r)

.
=

.
= {x∈X : PX (x, x′)6 r}; r -раздутие BX (U, r) множества U ⊂X определяется равенством
BX (U, r)

.
=
∪
x′∈U BX (x

′, r). Под сходимостью xn→x при n→∞ в X понимается сходимость
PX (xn, x)→ 0 в E. Множество U ⊂X замкнуто, если для любой сходящейся последователь-
ности его элементов xn∈U, xn→x выполнено x∈U. Последовательность {xn}⊂X называют
фундаментальной, если

∀ε > 0 ∃N ∀n > N ∀m > N ∥PX (xn, xm)∥E 6 ε.

Если любая фундаментальная последовать в X сходится, то это пространство называют пол-
ным. Обозначим Cl(X ) — совокупность непустых замкнутых подмножеств пространства X .

Отметим, что на пространства с векторнозначной метрикой не переносятся понятия рас-
стояния от точки до множества и расстояния по Хаусдорфу между множествами, поскольку
ограниченное множество в E+ может не иметь инфимума (в отличие от линейного порядка в
R упорядоченность в E частичная).

Везде далее предполагается, что E, M — некоторые линейные нормированные простран-
ства, снабженные замкнутыми выпуклыми конусами E+, M+.

В пространстве L(M,E) линейных ограниченных операторов F :M→E определим мно-
жество

L(M,E)+
.
= {F :M → E : F (M+) ⊂ E+}

положительных операторов. Очевидно, L(M,E)+ является замкнутым выпуклым конусом
в пространстве L(M,E). Например, замкнутость этого множества вытекает из следующе-
го соотношения, справедливого для любой сходящейся последовательности {Ai}⊂L(M,E)+,
Ai→A∈L(M,E) :

Aim→Am ∀m∈M+ ⇒ Am∈E+ ∀m∈M+ ⇒ A∈L(M,E)+.

Обозначим символом IE ∈L(E,E) — тождественный оператор.
Пусть заданы пространства X , Y с векторнозначными метриками

PX : X 2 → E+ , PY : Y2 →M+ .

Следующее определение — аналог определения [4] свойства накрывания многозначных
отображений метрических пространств.
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О п р е д е л е н и е 1. Отображение Ψ :X →Cl(Y) будем называть накрывающим с
операторным коэффициентом K ∈L(M,E)+ или K -накрывающим относительно вектор-
нозначных метрик, если

∀x ∈ X ∀r ∈M+ BY(Ψ(x), r) ⊂ Ψ(BX (x,Kr)).

Накрывание относительно векторнозначных метрик эквивалентно следующему свойству

∀x ∈ X ∀y ∈ Ψ(x) ∀y′ ∈ Y ∃x′ ∈ X Ψ(x′) ∋ y′, PX (x′, x) 6 KPY(y, y′).

Если E=M =R, то векторнозначная метрика совпадает с «обычной». В этом случае опре-
деление 1 равносильно определению α -накрывания [4], причем K = (α−1)1×1. Если E =Rn,
M=Rm, то отображение K представимо n×m матрицей с неотрицательными компонентами,
в этом случае определение 1 совпадает с определением работы [15].

О п р е д е л е н и е 2. Отображение Φ :X →Cl(Y) будем называть липшицевым с опера-
торным коэффициентом B∈L(E,M)+ или B -липшицевым относительно векторнозначных
метрик, если

∀x, x′ ∈ X Φ(x) ⊂ BY
(
Φ(x′), BPX (x′, x)

)
.

Отметим, что это включение равносильно соотношению

∀x, x′ ∈ X ∀y ∈ Φ(x) ∃y′ ∈ Φ(x′) PY(y′, y) 6 B PX (x′, x).

Если E=M =R, то B=(β)1×1 и определение 2 есть определение классического условия
Липшица с коэффициентом β.

Для отображения Φ :X →Cl(Y) стандартно определяем график — множество gph(Φ)
.
=

.
= {(x, y)∈X ×Y : y ∈Φ(x)}.

Сформулируем утверждение о точках совпадения многозначных отображений в простран-
ствах с векторнозначной метрикой. Точкой совпадения отображений Ψ,Φ :X →Cl(Y) назы-
вают (см. [4]) аргумент x∈X , для которого справедливо

Ψ(x) ∩ Φ(x) ̸= Ø.

Т е о р е м а 1. Пусть существуют такие K∈L(M,E)+ , B∈L(E,M)+ , что отображе-
ние Ψ :X →Cl(Y) является K -накрывающим, а отображение Φ :X →Cl(Y) — B -липши-
цевым (относительно векторнозначных метрик); кроме того, графики этих отображений
gph(Ψ), gph(Φ) замкнуты и хотя бы один из них является полным подпространством про-
изведения X ×Y.

Тогда, если для спектрального радиуса ϱ линейного ограниченного положительного опе-
ратора KB ∈L(E,E)+ имеет место оценка ϱ(KB)< 1, то для любых x0 ∈X , ψ0 ∈Ψ(x0),
ϕ0 ∈Φ(x0) существует точка совпадения x отображений Ψ,Φ, удовлетворяющая неравен-
ству

PX (x, x0) 6 (IE −KB)−1K PY(ψ0, ϕ0). (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что вследствие оценки ϱ(KB)< 1
оператор (IE−KB) :E→E обратим, и обратный оператор представим суммой ряда Неймана:
(IE −KB)−1 =

∑∞
i=0(KB)i. Из этого представления, в силу замкнутости конуса L(E,E)+,

следует положительность оператора (IE −KB)−1 :E→E (в противном случае неравенство
(1) было бы невозможно).

1976



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 21, вып. 6, 2016

Для нахождения точки совпадения x отображений Ψ,Φ построим итерационную после-
довательность следующим образом. Обозначим ψ1

.
=ϕ0. Для накрывающего отображения Ψ

существует элемент x1 ∈X такой, что

Ψ(x1) ∋ ψ1, PX (x1, x0) 6 KPY(ψ1, ψ0).

Вследствие липшицевости отображения Φ существует элемент ϕ1∈Φ(x1), при котором спра-
ведливо неравенство PY(ϕ1, ϕ0)6BPX (x1, x0). Далее положим ψ2

.
= ϕ1. Для накрывающего

отображения Ψ существует элемент x2 ∈X такой, что

Ψ(x2) ∋ ψ2, PX (x2, x1) 6 KPY(ψ2, ψ1) = KPY(ϕ1, ϕ0) 6 KBPX (x1, x0).

Повторяя аналогичные рассуждения на каждом следующем шаге, мы определим последо-
вательности {xi}⊂X , {ϕi}⊂Y, {ψi}⊂Y, удовлетворяющие условиям

ϕi ∈Φ(xi), ψi ∈Ψ(xi), ψi+1=ϕi,

PX (xi+1, xi)6KBPX (xi, xi−1)6 (KB)iPX (x1, x0)6 (KB)iKPY(ψ0, ϕ0).
(2)

Покажем, что последовательность {xi}⊂X является фундаментальной. В силу соотноше-
ний (2) для любых натуральных j, l имеем

PX (xj+l, xj)6
∑j+l−1

i=j PX (xi+1, xi)6
∑l−1

i=0(KB)i(KB)jK PY(ψ0, ϕ0)6
6 (IE −KB)−1(KB)jK PY(ψ0, ϕ0).

(3)

Так как ϱ(KB)< 1, то имеет место сходимость (KB)j→ 0 при j→∞, отсюда заключаем,
что последовательность {xi}⊂X , действительно, фундаментальная.

Последовательности {ϕi}⊂Y, {ψi}⊂Y также являются фундаментальными в силу оценок

PY(ψi+1, ψi) = PY(ϕi, ϕi−1) 6 B PX (xi, xi−1).

В условиях доказываемой теоремы график одного из отображений Ψ,Φ замкнут, без
ограничения общности полагаем замкнутым множество gph(Ψ). Тогда (x, ψ) ∈ gph(Ψ), где
x
.
=limxi, ψ

.
=limψi. Далее, из равенства ψi=ϕi−1, следует ψ=limϕi, а в силу замкнутости

множества gph(Φ) выполнено включение (x, ψ)∈ gph(Φ).
Из неравенства (3) следует оценка

PX (xi, x0) 6 (IE −KB)−1K PY(ψ0, ϕ0), i = 1, 2, . . . .

Переходя к пределу в этом неравенстве (в силу замкнутости конуса E+ ), получаем, что най-
денная точка x совпадения отображений Ψ,Φ удовлетворяет неравенству (1). �

З а м е ч а н и е. Спектральные радиусы операторов BK и KB совпадают, а оценка (1)
равносильна оценке

PX (x, x0) 6 K(IM −BK)−1 PY(ψ0, ϕ0).

Для приложений теоремы 1 к исследованию функциональных, интегральных, дифферен-
циальных включений требуются условия накрывания относительно векторнозначных метрик
многозначного оператора Немыцкого в функциональных пространствах, прежде всего в про-
странствах измеримых функций. Мы сформулируем здесь признак накрывания многозначного
оператора Немыцкого в пространстве существенно ограниченных функций.

Обозначим Rn+ — множество n -мерных векторов с неотрицательными компонентами (ко-
нечно, являющееся замкнутым выпуклым конусом пространства Rn ). В пространстве Rn

определим векторнозначную метрику PRn :Rn×Rn→Rn+ равенством

PRn(r, r̄) =
(
|r1 − r̄1|, . . . , |rn − r̄n|

)
, r, r̄ ∈ Rn.
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Определенная таким образом векторнозначная метрика эквивалентна "обычной скалярной"
метрике

ρRn(r, r̄) = ∥r − r̄∥Rn ,

т. е. последовательность {ri}⊂Rn сходится в метрике PRn тогда и только тогда, когда она
сходится в метрике ρRn ; совокупности открытых, замкнутых, компактных подмножеств про-
странств

(
Rn,PRn

)
,
(
Rn, ρRn

)
совпадают. Любой линейный оператор A : Rn→ Rm, удовле-

творяющий требованию A(Rn+)⊂Rm+ , есть матрица размерности m×n с неотрицательными
компонентами; обозначим множество таких операторов Rm×n+ .

В пространстве L∞(Rn) существенно ограниченных функций x : [a, b]→Rn зададим век-
торнозначную метрику PL∞(Rn) :L∞(Rn)×L∞(Rn)→Rn+ следующим соотношением

PL∞(Rn)(x, x̄) =
(
vrai sup
t∈[a,b]

|x1(t)− x̄1(t)|, . . . , vrai sup
t∈[a,b]

|xn(t)− x̄n(t)|
)
, x, x̄ ∈ L∞(Rn).

Отметим, что в пространстве L∞(Rn) сходимость относительно определенной здесь вектор-
нозначной метрики PL∞(Rn) совпадает со сходимостью в "обычной" метрике

ρL∞(Rn)(x, x̄) = vrai sup
t∈[a,b]

∥x(t)− x̄(t)∥Rn .

Соответственно, равносильными в векторнозначной и "обычной" метриках являются понятия
открытости, замкнутости, компактности множеств из L∞(Rn).

Пусть задано многозначное отображение f : [a, b]× Rn→Cl(Rm), которое удовлетворяет
условию Каратеодори, т. е. измеримо по первому и непрерывно (в метрике Хаусдорфа) по
второму аргументам, кроме того, предполагаем, что выполнено следующее условие:

∀r ∈ R+ ∃m ∈ R+ ∀x ∈ Rn |x| 6 r ⇒ ∀̇t ∈ [a, b] ∀y ∈ f(t, x) |y| 6 m. (4)

Определим соответствующий многозначный оператор Немыцкого

Nf : L∞(Rn) ⇒ L∞(Rm), (Nf x)(t) =
{
y ∈ L∞(Rm) | y(t) ∈ f

(
t, x(t)

)
∀̇t ∈ [a, b]

}
. (5)

Вследствие условия Каратеодори для любого x∈L∞(Rn) множество измеримых селекторов
многозначного отображения f(·, x(·)) не пусто, а в силу соотношения (4) в этом множестве
есть элементы из L∞(Rm), т. е. не пусто множество Nf x⊂L∞(Rm). Из замкнутости при п.в.
t∈ [a, b] множества f(t, x(t))⊂Rm очевидно следует замкнутость множества Nf x⊂L∞(Rm).
Таким образом, для оператора (5) будем использовать обозначение

Nf : L∞(Rn)→ Cl
(
L∞(Rm)

)
.

Т е о р е м а 2. Пусть многозначное отображение f(t, ·) : Rn→Cl(Rm) является A -
накрывающим (относительно векторнозначных метрик), где A∈Rn×m+ . Тогда заданный со-
отношением (5) оператор Немыцкого Nf :L∞(Rn)→Cl

(
L∞(Rm)

)
является накрывающим с

тем же операторным коэффициентом A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы любой вектор x∈Rn и произвольная функция
y ∈BL∞(Rm)(Nf x, r). Докажем включение y ∈Nf

(
BL∞(Rn)(x, Kr)

)
; согласно определению 1

это будет означать, что оператор Nf :L∞(Rn)→Cl
(
L∞(Rm)

)
является A -накрывающим.

Так как для п.в. t ∈ [a, b] выполнено y(t) ∈BRm

(
(Nf x)(t), r

)
, то в силу A -накрывания

отображения f(t, ·) :Rn→Cl(Rm) имеем y(t)∈f
(
t, BRn

(
x(t), Kr

))
. Согласно лемме Филиппо-

ва [17, теорема 1.5.15] существует такая измеримая функция u : [a, b]→Rn, что

u(t) ∈ BRn

(
x(t), Kr

)
, y(t) ∈ f

(
t, u(t)

)
∀̇t ∈ [a, b].
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Следовательно, выполнено y ∈Nf u, где u∈BL∞(Rn)(x, Kr), и таким образом, справедливо
включение y ∈Nf

(
BL∞(Rn)(x, Kr)

)
. �

Теперь применим полученные результаты к исследованию следующей системы функцио-
нальных включений

f1
(
t, x1(t), . . . , xn(t)

)
∩ g1

(
t, x1(h1(t)), . . . , xn(hn(t))

)
̸=Ø,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
fm
(
t, x1(t), . . . , xn(t)

)
∩ gm

(
t, x1(h1(t)), . . . , xn(hn(t))

)
̸=Ø.

(6)

Здесь многозначное отображение f =(f1, . . . , fn) : [a, b]×Rn→Cl(Rm) удовлетворяет условию
Каратеодори, условию (4) и при п.в. t∈ [a, b] отображение второго аргумента f(t, ·) являет-
ся A -накрывающим (относительно векторнозначных метрик), где A ∈ Rn×m+ ; многозначное
отображение g= (g1, . . . , gn) : [a, b]×Rn→Cl(Rm) также удовлетворяет условию Каратеодори
и условию (4), а при п.в. t∈ [a, b] по второму аргументу является Липшицевым, т. е. для неко-
торой матрицы B ∈ Rm×n+ (не зависящей от t ) при любых x, x̄∈ Rn, y ∈ g(t, x) существует
вектор ȳ ∈ g(t, x̄) такой, что справедливо неравенство

PRm(y, ȳ) 6 B PRn(x, x̄).

Включение (6) можно записать в виде Nf x ∩ Ng x ̸= Ø, где оператор Немыцкого
Nf :L∞(Rn)→Cl

(
L∞(Rm)

)
, порожденный функцией f, является A -накрывающим, оператор

Немыцкого Ng :L∞(Rn)→Cl
(
L∞(Rm)

)
, порожденный функцией g является B -липшицевым

(относительно векторнозначных метрик). Далее, пространства L∞(Rn), L∞(Rm) полные, и
их замкнутые подмножества — gph(Nf ), gph(Ng) также являются полными. Если ϱ(BA)<
< 1, то выполнены все предположения теоремы 1, включение (6) разрешимо и, более того,
для любых функций x0∈L∞(Rn), ψ0∈Nf (x0), ϕ0∈Ng (x0) существует решение x∈L∞(Rn),
удовлетворяющее неравенству

PL∞(Rn)(x, x0) 6 (IRn −KB)−1K PL∞(Rm)(ψ0, ϕ0).
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The concept of covering is extended to multi-valued mappings acting in spaces with vector-
valued metrics. The statement about coincidence points of two multi-valued mappings
(acting in spaces with vector-valued metrics), one of which is covering and the other is
Lipschitz, is formulated and proved. The test of covering of Nemytskiy operator in the space
of measurable essentially bounded vector-valued functions equipped with a vector-valued
metric is derived. These results are applied to the research of functional inclusions with
deviating argument.
Key words: spaces with vector-valued metrics; coincidence points; multi-valued covering
mappings; the Nemytskiy multi-valued operator; functional inclusions
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