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Получено утверждение о существовании и оценке решений уравнений вида
Υ(x, x) = y, где действующее в частично упорядоченных пространствах отображение
Υ по первому аргументу является накрывающим, а по второму — антитонным. Этот
результат используется для доказательства теоремы типа Чаплыгина о дифференци-
альном неравенстве с отклоняющимся аргументом.
Ключевые слова: упорядоченно накрывающее отображение; дифференциальное урав-
нение с отклоняющимся аргументом; задача Коши; неравенство типа Чаплыгина

Для получения оценок решений дифференциального уравнения часто используется теоре-
ма Чаплыгина (см. [1]) о дифференциальном неравенстве, утверждающая, что если функция
u удовлетворяет неравенствам

u′(t) > f(t, u(t)) ∀t ≥ t0, u(t0) ≥ x0,

то для решения x задачи Коши

x′ = f(t, x) ∀t ≥ t0, x(t0) = x0,

справедлива оценка x(t)<u(t) при t> t0.
В связи с востребованностью оценок решений всевозможных уравнений в разнообразных

теоретических и прикладных задачах распространение теоремы Чаплыгина на дифференци-
альные уравнения высших порядков, интегральные уравнения, функционально-дифференци-
альные уравнения, краевые задачи и т. д. является темой многих исследований (см., например,
[2]–[8]).

В статье для неявного дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом до-
казывается аналог теоремы Чаплыгина. Используется предложенное в совместных работах
А.В. Арутюнова, Е.С. Жуковского, С.Е. Жуковского [9]–[12] понятие упорядоченно накрыва-
ющего отображения. Метод доказательства основан на предлагаемом в статье утверждении об
антитонных возмущениях упорядоченно накрывающего отображения, аналогичном результа-
ту из работы [2].

1. Основные понятия

Пусть X
.
=(X,�) — упорядоченное пространство, т. е. множество X с заданным на нем

порядком � . Для элементов u, v∈X обозначим

OX(u)
.
= {x∈X : x�u}, [u, v]X

.
= {x∈X : v�x�u}.

571



ISSN 1810-0198 Вестник ТГУ, т. 22, вып. 3, 2017

Пусть заданы пространства (X,�), (Y,�). Отображение f :X→ Y называют (см. [13])
изотонным на множестве V ⊂X, если для любых x, u∈ V из x� u следует f(x)� f(u), и
антитонным на V ⊂X, если для любых x, u∈ V из x� u следует f(x)� f(u). Изотонное
(антитонное) на всем X отображение называют изотонным (антитонным).

В [9], [11] введено следующее
О п р е д е л е н и е 1. Отображение f :X→ Y называется упорядоченно накрывающим

множество V ⊂Y, если для любого u∈X выполнено включение

OY

(
f(u)

) ∩ V ⊂ f
(OX(u)

)
;

или, что то же самое,

∀u ∈ X ∀ y ∈ V y � f(u) ⇒ ∃x ∈ X f(x) = y & x � u.

Отображение, упорядоченно накрывающее все пространство Y, называется упорядоченно на-
крывающим.

Пусть y ∈Y. Рассмотрим уравнение f(x)= y c отображением f :X→Y, представимым в
виде

f(x) = Υ(x, x), ∀x ∈ X,

где отображение Υ:X2→Y по одному аргументу обладает свойством упорядоченного накры-
вания, а по другому — монотонности.

Следуя [2], по отображению Υ :X2 → Y, множеству U ⊂X и элементу y ∈ Y определим
множество S(Υ, U, y) всех цепей S⊂U таких, что имеют место соотношения

∀x∈S Υ(x, x)� y,
∀x1, x2 ∈S x1≺x2 ⇒ Υ(x1, x2)� y.

Сформулируем используемый в данной работе аналог теоремы из [2].
Т е о р е м а 1. Пусть существует такой элемент u0 ∈X, что

Υ(u0, u0)� y, (1)

и выполнены условия:
(1.1) при любом x∈OX(u0) отображение Υ(·, x) :X→ Y ; упорядоченно накрывает множе-

ство V =̇{y} ;
(1.2) при любом x∈OX(u0) отображение Υ(x, ·) :X→Y является антитонным на множе-

стве [x, u0]X ;
(1.3) любая цепь S ∈ S(Υ,OX(u0), y

)
ограничена снизу, и существует ее нижняя граница

ω ∈X , удовлетворяющая неравенству Υ(ω, ω)� y.

Тогда множество решений уравнения

f(x)= y (2)

не пусто, в нем существует минимальный элемент, который принадлежит OX(u0) .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы определим множество

U0 = {x ∈ OX(u0) : f(x) � y}.
Это множество не пусто, так как u0 ∈U0. Определим на нем бинарное отношение � , полагая
для v, u∈U0 выполненным v�u, если v=u, или если v≺u и Υ(v, u)� y. Данное отношение
� рефлексивно, антисимметрично и транзитивно (для доказательства транзитивности исполь-
зуется предположение (1.2) теоремы). Следовательно, множество (U0,�) является частично
упорядоченным.
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Согласно теореме Хаусдорфа (см., например, [14], гл. 1) в частично упорядоченном множе-
стве (U0,�) существует максимальная цепь S, которая содержит точку x0. Из предположе-
ния (1.3) следует, что эта цепь,относительно исходного порядка � , имеет нижнюю границу
w , и справедливо неравенство Υ(w,w)� y.

Покажем, что построенная точка w является решением уравнения (2). Из включения
w∈OX(u0) и условия (1.1) следует существование элемента v∈X, для которого выполнено

Υ(v,w) = y, v � w. (3)

Так как v�w, то, в силу предположения (1.2)и равенства (3), Υ(v, v)� y.
Докажем, что для ∀x∈S для найденного v будет выполнено v�x. Учитывая то, что w

– нижняя граница цепи S, то для любого x∈S x�w, а так как v�w, то v�x. Если x= v,
то для v выполнено v� x. Рассмотрим ситуацию v≺ x : из (3) и того, что x�w, следует
Υ(v, x)� y. Итак, действительно v�x , кроме того, v∈U0. Множество S ∪{v} относительно
порядка � является цепью, а в силу максимальности цепи S имеем v ∈ S. Поэтому v�w.
Это неравенство и второе неравенство в (3) означают, что w= v, следовательно, Υ(w,w)= y.
То есть w является решением уравнения (2).

Покажем, что найденный элемент w∈OX(u0) является минимальным в множестве реше-
ний уравнения (2). Предположим противное. Тогда

∃ z : Υ(z, z) = y, z ≺ w. (4)

Для любого x∈S из неравенства x�z вследствие условия (1.2) получим Υ(z,x)�Υ(z,z)=y.
Следовательно, множество S ∪{z} относительно отношения � является цепью, а в силу мак-
симальности цепи S имеем z∈S. Поэтому z�w. Полученное неравенство противоречит (4).
�

В теореме 1 утверждается, что в множестве решений уравнения (2) существует минималь-
ный, но не наименьший элемент. При использовании дополнительного предположения можно
гарантировать наличие и наименьшего элемента.

С л е д с т в и е 1. Пусть выполнены предположения теоремы 1 и для любых
x1, x2 ∈OX(u0) выполнено:

(1.4) если f(x1)= f(x2)= y , то существует z ∈X , такой что z�x1, z�x2, f(z)� y.

Тогда в множестве принадлежащих OX(u0) решений уравнения (2) существует наимень-
ший элемент.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что минимальный в множестве решений уравнения (2)
элемент ω∈OX(u0) (существование которого установлено в теореме 1) является наименьшим.
Предположим, что это не верно, и найдется еще одно решение x∈OX(u0), x�ω. Согласно
предположению (1.4) существует z ∈X , такой что z � ω, z � x, f(z)� y. Если z = ω , то
ω� x , а это не верно, следовательно z �=ω , то есть z≺ ω. Согласно теореме 1 в множестве
OX(z)⊂OX(u0) существует решение ξ уравнения (2), ξ�z≺ω, а это противоречит тому, что
ω минимальное решение. �

2. Теорема об упорядоченном накрывании оператора Немыцкого

Для изучения неявных дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом нам
потребуется утверждение об упорядоченном накрывании оператора Немыцкого. Оно открыва-
ет возможность применения теоремы 1 и ее следствия к различным функциональным, в том
числе, дифференциальным уравнениям.

Обозначим через W =̇W ([a, b],Rm) пространство измеримых функций x : [a, b]→Rm ; через
L∞=̇L∞([a, b],Rn) пространство существенно ограниченных функций x : [a, b]→Rn с нормой

‖x‖ = vrai supt∈[a,b]|x(t)|Rn ∀x ∈ L∞.
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Для множества B ⊂Rn обозначим L∞(B)=̇L∞([a, b], B) подмножество пространства L∞ ,
содержащее функции со значениями x(t)∈B, t∈ [a, b] . В перечисленных пространствах изме-
римых функций определим порядок, полагая для их элементов x, u выполненным неравенство
x≤u, если x(t)≤ u(t) ∀̇ t∈ [a, b] ( символ ∀̇ означает "при почти всех").

Рассмотрим функцию f : [a, b]×Rn→Rm . Пусть она удовлетворяет условиям Каратеодори
(т. е. по первому аргументу измерима, а по второму непрерывна). Данные предположения поз-
воляют определить оператор Немыцкого, действующий в пространствах измеримых функций,
равенством

(Nfx)(t) = f
(
t, x(t)

)
, t ∈ [a, b].

Установим связь между свойствами упорядоченного накрывания функции f по второму
аргументу и оператора Немыцкого.

Пусть задано r≥ 0 . Обозначим через fr сужение функции f на множество [a, b]×B,
где множество B =BRn(0, r) теперь шар в конечномерном пространстве с центром в 0 и
радиуса r. Определим соответствующий оператор Немыцкого

Nfr : L∞(B) →W, (Nfrx)(t) = fr
(
t, x(t)

)
, t ∈ [a, b].

Пусть задана измеримая функция y : [a, b]→Rm .
Т е о р е м а 2. Если при почти всех t ∈ [a, b] функция fr

(
t, ·) :B→Rm упорядоченно

накрывает одноточечное множество V (t) = {y(t)} ⊂Rm , то соответствующий оператор
Немыцкого Nfr : L∞(B)→W упорядоченно накрывает множество V = {y(·)}⊂W .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u∈L∞(B) такой, что (Nfru)≥ y. Это неравенство
означает, что fr

(
t, u(t)

)≥y(t) ∀̇t∈ [a, b]. Так как fr
(
t, ·) упорядоченно накрывает одноточечное

множество {y(t)} , то y(t)∈ fr
(
t, U(t)) ∀̇t∈ [a, b] , где U(t)=O(u(t))

⋂
B.

По теореме Филиппова (см. п. 1.5.2. [15]), существует измеримая функция x̄ : [a, b]→Rn

такая, что x̄(t) ∈U(t), fr
(
t, x̄(t)) = y(t) ∀̇t∈ [a, b]. Таким образом, имеет место соотношения

(Nfr x̄)= y и x̄∈L∞(B). �

3. Неявные дифференциальные уравнения с отклоняющимся аргументом

Здесь на основании теорем 1, 2 получены утверждения о существовании и оценке решения
неявного дифференциального уравнения с запаздыванием.

Обозначим AC∞=̇AC∞([a, b],Rn) — пространство таких абсолютно непрерывных функ-
ций x : [a, b]→Rn, что x′∈L∞; AC∞

(
B)=̇AC∞

(
[a, b], B) — подмножество AC∞, содержащее

функции x : [a, b]→Rn, производная которых x′(t)∈B ∀̇t∈ [a, b], где B⊂Rn – заданное мно-
жество.

Пусть заданы функции f : [a, b]×Rn×Rn→Rm , h : [a, b]→R и вектор γ=(γ1, . . . , γn)∈Rn.
Рассмотрим задачу Коши для уравнения вида:

f(t, x(h(t)), x′(t)) = 0, t ∈ [a, b], x(s) = 0, если s /∈ [a, b] (5)

с начальным условием
x(a) = γ. (6)

Решением этого уравнения будем считать функцию x ∈AC∞ , удовлетворяющую этому
уравнению при почти всех t∈ [a, b].

Т е о р е м а 3. Пусть для некоторой функции v0 ∈AC∞ имеют место неравенства

v0(a) ≥ γ, ∀̇t ∈ [a, b] f
(
t, v0(h(t)), v

′
0(t)) ≥ 0. (7)
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Пусть выполнены условия:
(3.1) функция f(·, x, u) : [a, b]→Rm измерима при любых x, u∈Rn, функция h : [a, b]→R из-

мерима;

(3.2) при почти всех t∈ [a, b] и любых u∈Rm функция f(t, ·, u) :Rn →Rm по каждому ар-
гументу x1, . . . , xn не возрастает и непрерывна справа;

(3.3) при почти всех t∈ [a, b] и любых x∈Rm функция f(t, x, ·) :Rn →Rm непрерывна;

(3.4) сужение fr(t, x, ·) :B→Rm функции f(t, x, ·) :Rn→Rm на шар B .
=BRn(0, r) с центром

в 0, некоторого радиуса r≥ vrai supt∈[a,b]|v′0(t)|Rn упорядоченно накрывает одноточеч-
ное множество V = {0}⊂Rm при всех x∈Rn и почти всех t∈ [a, b] .

Тогда существует решение x∈AC∞ задачи (5),(6), удовлетворяющее неравенствам

x′(t) ≤ v′0(t), |x′(t)| ≤ r ∀̇t ∈ [a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим fr : [a, b]×Rn×B→Rm – сужение исходной функции f.
Определим отображения:

Sh : AC∞ → L∞, (Shx)(t) =

{
x(h(t)), если h(t)∈ [a, b],
0, если h(t) /∈ [a, b];

Nfr : L∞(B)× L∞(B) →W, (Nfr(y, x))(t) = f(t, x(t), y(t)), t ∈ [a, b].

Тогда задача (5), (6) записывается в виде уравнения

Nf (y, Sh(γ +

(·)∫
a

y(s)ds
)
) = 0 (8)

относительно неизвестного y∈L∞. Задача (5), (6) при дополнительном ограничении x′(t)∈B
равносильна уравнению (8), так как, если x ∈ AC∞(B) является решением (5), (6), то
y= x′ ∈L∞(B) является решением (8). Верно и обратное, если y – решение (8), то x= γ +

+
(·)∫
a
y(s)ds – решение (5), (6).

Для доказательства теоремы 3 проверим выполнение условий теоремы 1 для отображения

Υ : L∞(B)× L∞(B) →W, Υ(y, u) = Nfr(y, Sh(γ +

(·)∫
a

y(s)ds
)
).

1) Из (7) получаем Υ(v′0, v′0)≥ 0 , т. е. выполнено (1) с u0= v′0 ∈L∞(B) .
2) Из условия (3.4) и теоремы 2, получаем, что Υ(·, u) упорядоченно накрывает множество

{0}∈W при любом u∈L∞(B). Таким образом, выполнено предположение (1.1) теоремы 1.
3) Вследствие (3.2) при почти всех t∈ [a, b] отображение fr(t, ·, u1(t)) :B→Rm является

антитонным для любого u1 ∈L∞(B). Тогда отображение Υ(u1, ·) :L∞(B)→W антитонное, и
условие (1.2) теоремы 1 выполнено.

4) Рассмотрим цепь S⊂L∞(B) такую, что для любого u∈S выполнено Υ(u, u)≥0. Огра-
ниченная снизу цепь S имеет нижнюю границу, обозначим ее u и выделим из цепи убыва-
ющую последовательность {un}⊂S, имеющую такую же нижнюю границу (см. [16]; гл. IV,
§12, следствие 7), то есть inf{un}= inf S = u. Следовательно, при п.в. t∈ [a, b] справедливо
u(t)= inf{un(t)}=limn→∞ un(t). Отсюда, так как

(
Υ(un, un)

)
(t)≥0, n=1, 2, . . . , почти всюду
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на [a, b], то вследствие предположений (3.2), (3.3) получаем
(
Υ(u, u)

)
(t)≥0, t∈ [a, b]. Итак,

условие (1.3) теоремы 1 также выполнено.
Таким образом, из теоремы 1 следует, что существует решение x∈AC∞([a, b],Rn) задачи

(5),(6), удовлетворяющее неравенству x′(t)≤ v′0(t), |x′(t)| ≤ r для ∀̇t∈ [a, b]. �
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Assertion about existence and evaluation of solutions to equations Υ(x, x) = y, where the
mapping Υ acting in partially ordered spaces is covering by the first argument and antitone
by the second argument is derived. This result is used for the proof of the Chaplygin’s type
theorem on differential inequality with deviating argument.
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