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ПРИ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 
 

 

 О.Р. Балабан, А.В. Иванов 
 

 
Работа посвящена вопросам построения разностной схемы для численного анализа процесса переноса много-

фазных сред в гидросистемах сетеподобного типа и базируется на анализе начально-краевых задач для диффе-

ренциальных систем с распределенными параметрами на сетях или сетеподобных областях. Представлены об-
щие подходы к построению разностной схемы для ламинарного и турбулентного движений среды, исследуются 

ее свойства: аппроксимация, устойчивость, сходимость. 

Ключевые слова: дифференциальная система; распределенные параметры на сетеподобных областях; разностная 
схема; устойчивость; сходимость. 

 

 

1. Введение. Работа продолжает исследования, 

приведенные в [1–3], и посвящена общему описанию 

метода конечных разностей и некоторых принципов 

построения сходящихся разностных схем динамики 

многофазных сред с распределенными параметрами на 

сети или сетеподобных областях. Этот метод состоит в 

сведении начально-краевой задачи к системе алгебраи-

ческих уравнений, неизвестными которой являются 

значения сеточных функций, и последующему изуче-

нию предельного перехода, когда длины сторон ячеек 

сетки стремятся к нулю. Принципиальным отличием от 

классических схем является аппроксимация начально-

краевой задачи в слабом смысле, что позволяет рас-

сматривать уравнения с коэффициентами, имеющими 

не более счетного числа разрывов-скачков. При этом 

обобщенное решение с конечной энергетической нор-

мой определяется как предел слабо сходящейся после-

довательности приближений в энергетическом про-

странстве [4–6]. 

2. Постановки задач и формулировка основных 

результатов. Численный анализ прикладных задач 

переноса многофазных сред в различного вида гидро-

системах сетеподобного типа носит фрагментарный 

характер, т. к. сопряжен с исследованием начально-

краевых задач для дифференциальных систем с рас-

пределенными параметрами на сетях или сетеподоб-

ных областях [2–3]. Ниже представлены подходы к 

исследованию таких задач для двух базовых случаев 

ламинарного и турбулентного движения среды. Ис-

пользуемые подходы обладают достаточно большой 

общностью и применимы к различным видам гидросе-

тей.  

2.1. Ламинарные потоки (линейный случай). 

Ламинарный характер течений обусловлен соотноше-

нием диаметра и длины каналов гидроносителя: диа-

метр много меньше длин всех элементов гидросисте-

мы. Конструктивные особенности таковых сетей, как 

правило, исключают турбулентный характер динамики 

течений (либо турбулентностями можно пренебречь). 

Последнее  означает,  что  осевое  изменение характера  

 
 

Рис. 1. Фрагмент гидросети 

 

 

течения представляет наиболее информативную со-

ставляющую гидродинамики течения; таким образом, 

достаточно интерпретации линейных фрагментов гид-

росистемы одномерными континуумами, параметризо-

ванными одномерной переменной x  пространства 
1  

(рис. 1). 

Математическое описание процесса ламинарного 

течения в сетеподобной гидросистеме (функция 

),( txu  описывает скорость течения, ),( txp  – давле-

ние в гидросистеме) использует линеаризованную сис-

тему Навье–Стокса, аналогичную уравнениям передачи 

масс с распределенными параметрами на сети 
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с условиями согласования в узлах сопряжения линей-

ных фрагментов гидросистемы (2), где 
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(здесь  xa , )(xb  – коэффициенты, характеризующие 

динамику процесса). К системе (1) следует присоеди-

нить соотношение, описывающее краевые условия (5), 

и соотношения, устанавливающие связь гидродинами-

ческих процессов с температурой среды (6), (7).  

Для математического описания гидродинамическо-

го процесса в гидросистеме рассмотрим интерпрети-

рующую ее геометрическую сеть   с ребрами   (со-

ответствуют линейным фрагментам гидросистемы) и 

введем следующие обозначения (работы В.В. Провото-

рова, А.С. Волковой, Ю.А. Гнилицкой [4; 6–8]):  – 

множество граничных узлов   (соответствуют входам 

в гидросистему), )(J  – множество внутренних   

узлов (соответствуют узлам ветвления гидросистемы) и 

пусть 0  – объединение всех ребер, не содержащих 

концевых точек,   – множество всех граничных 

ребер (ребер, содержащих граничные узлы ;  

),0(0 TT   )),,0(( 0 tt   ),0( TT   

)),0(( tt  . Каждое ребро   сети   ориенти-

ровано, параметризуется отрезком  1,0  и переменной 

 1,0x . Подробные описания используемых про-

странств приведены в [7]), здесь же по мере необходи-

мости представлены только их общие свойства. 

Основным пространством допустимых состояний 

),( txu  динамики ламинарного течения является про-

странство ),(0,1
0,2 TaV  , элементы которого суть непре-

рывные по переменной t  и суммируемые по простран-

ственной переменной x  функции ),( txu  с обобщен-

ной производной )(),( 2 Tx Ltxu  , причем для них 

справедливы условия согласования  
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(здесь )(R  – множество ребер, ориентированных «к 

узлу  », )(r  – множество ребер, ориентированных 

«от узла  »), и нулевые условия в граничных узлах: 

0),( 


txu .  

Рассматривается базирующаяся на системе (1) ма-

тематическая модель динамики многофазной среды в 

гидросети для несжимаемой вязкой многофазной жид-

кости в терминах формализмов начально-краевой зада-

чи в области  TT ,0 :  
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Коэффициенты )(xa  и )(xb , характеризующие 

внутренние свойства текущей среды (плотность, вяз-

кость и пр.), являются фиксированными измеримыми 

ограниченными на 0  функциями, суммируемые с 

квадратом; соотношения (2) – условия согласования 

(баланс потоков в узле  ) во всех внутренних узлах 

гидросети; соотношения (4) – начальные условия; 

краевые условия определяются соотношениями 

 

0
 T

y .                                                                        (5) 

 

Замечание 1. Наличие функции ),( txf  в правой 

части (3) обусловлено использованием при анализе 

однородных краевых условий (5) для описания про-

странств решений системы (1) для неоднородной ис-

ходной задачи относительно функции ),( txu  с нуле-

вой правой частью в первом уравнении (1) и ненуле-

вым краевым условием ),( txu
x




; аддитивная 

замена  uy  переводит неоднородность из крае-

вого условия в правую часть уравнения (3). 

В неизотермических условиях к соотношениям (3)–

(5) следует присоединить уравнение теплопереноса 
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                                     (6) 

 

с добавленными для скалярной функции ),( txT  на-

чальным  

 

)()0,( 0 xTxT                                                                 (7) 

 

и краевыми 

 

0T                                                                            (8) 

 

условиями. Здесь   – коэффициент теплопроводности 

среды.  

Соотношения (3)–(8) являются математической мо-

делью динамики многофазной среды в сетеподобной 

гидросистеме при неизотермических условиях (см. 

также замечание 1). 

Замечание 2. Следует отметить, что отыскание ре-

шения начально-краевой задачи (3)–(5) никак не связа-

но с наличием решения начально-краевой задачи (6)–

(8), что обусловливает введение понятия решения сис-

темы (8)–(13) как «разделенные» решения задач (3)–(5) 

и (6)–(8). 

Пусть )(),(),,( 1,2 TT Ltxftxf   и   20 )( LxT  

(элементами пространств )(1,2 TL   и  2L  являются 

суммируемые на T  и   функции соответственно). 

Определение 1. Слабым решением [3] начально-

краевой задачи (3)–(8) называется пара  ),(),,( txTtxy , 



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 21, вып. 2, 2016 

 483 

),(),( 0,1
0,2 TaVtxy  , )(),( 1

0,2 TWtxT   где функция 

),( txy  удовлетворяет соотношению  
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а функция ),( txT  – соотношению 
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для любых ),(),(),,( 1
0,2 TaWtxtx   и при любом 

 Tt ,0 ; здесь ),(1
0,2 TaW   пространство суммируе-

мых функций с суммируемыми обобщенными произ-

водными t  и x , ),( yt , ),(  Tt – билинейные 

формы вида 
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Имеют место следующие утверждения, полное до-

казательство которых приведено в работах [6; 8]. 

Теорема 1. Начально-краевая задача (3)–(5) имеет 

единственное слабое решение  ),(),,( txTtxy , непре-

рывно зависящее от исходных данных ),( txf  и )(0 xy . 

Теорема 2. Начально-краевая задача (6)–(8) имеет 

единственное слабое решение ),(),( 0,1
0,2 TaVtxT  , 

непрерывно зависящее от исходных данных ),( txfT  и 

)(0 xT . 

Теорема 3. Начально-краевая задача (3)–(8) имеет 

единственное слабое решение )(),( 1
0,2 TWtxT  , не-

прерывно зависящее от исходных данных ),( txf , 

),( txfT  и )(0 xy , )(0 xT , т. е. является корректной 

по Адамару. 

Замечание 3. Утверждение теоремы 3 лежит в ос-

нове анализа задач оптимизации дифференциальных 

систем (3), (6), к которым относятся, например, задачи 

граничной и стартовой оптимизации [4; 6]. 

 

 
 

Рис. 2. Фрагмент сетеподобной гидросистемы 

 

 

2.2. Турбулентные потоки (нелинейный случай). 
Рассмотрим, далее, математическую модель динамики 

вязких турбулентных потоков в пространственных 

сетеподобных гидропроводах (рис. 2). Все рассмотре-

ния для сохранения общности подхода проводятся для 

сетеподобных областей евклидова пространства 
n  

произвольной размерности n  (в конкретных ситуациях 

чаще всего используются случаи 2n  или 3n ). 

Понятие «сетеподобная область» подразумевает конст-

рукцию, построенную из областей по принципу выше-

приведенной сети (см. п. 2.1), а именно: каждая область 

сопрягается частью своей границы с другой областью 

(другими областями) в узловых местах, аналогичным 

внутренним узлам сети. 

Для дифференциальной системы, рассматриваемой 

в сетеподобной области  TT ,0  

 ),0)(( TT  , введем следующие обозначе-

ния [14]. Пусть   – открытая область пространства 

n  с границей  , имеющая сетеподобную структу-

ру, состоящую из областей k : 1
1

Sk
k

  (рис. 4, 

поверхности 1S  отделяют области k  друг от друга, 


1S  и 


1S  – односторонние поверхности для 1S , опре-

деляемые направлением нормалей 

1n , 


1n  к ним) и 

пусть  T,0  )( T  – интервал в 
1 . Для рассмат-

риваемого случая используются аналогичные приве-

денным выше пространства, где обозначение сети   

заменено на обозначение сетеподобной области  , а 

соотношения (2) принимают следующий вид: 
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Рассмотрим дифференциальную систему и ей соот-

ветствующую начально-краевую задачу в замкнутой 

области T  для вектор-функции ),(),( 1
0,1
0,2 TSVtxY  : 
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,0divY                                                                       (12) 
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Соотношения (11), (12) образуют систему уравне-

ний Навье–Стокса относительно вектор-функции 

 nYYYY ,...,, 21 , характеризующей течение несжи-

маемой (соотношение (12)) вязкой (  – коэффициент 

вязкости) многофазной среды в сетеподобной замкну-

той области T  с постоянным давлением ),( txp ;  

  – оператор Лапласа; вектор-функция ),( txY  опре-

деляет скорости перемещения среды по всем коорди-

натным направлениям; )(),( 2 TLtxf  , 

)()( 20 LxY  – заданные функции (исходные дан-

ные). 

В неизотермических условиях к соотношениям 

(11)–(14) следует присоединить уравнение теплопере-

носа для скалярной функции ),( txT , описывающей 

тепловое поле многофазной среды. Для этого введем 

пространство ),( 1
0,1
0,2 TSV   скалярных функций ),( txv  

по аналогии с пространством ),( 1
0,1
0,2 TSV   (в описании 

множества )( T  отсутствует соотношение 0divu ). 

Функция ),(),( 1
0,1
0,2 TSvtxT   удовлетворяет уравне-

нию 
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с добавленными начальными  

 

)()()0,( 20  LxTxT                                               (16) 

 

и краевыми 
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txT                                                               (17) 

 

условиями. Здесь   – коэффициент теплопроводности 

многофазной среды, gradT  характеризует темпера-

турные потоки вдоль координатных осей. 

Замечание 4. Как и выше (замечание 1) наличие 

неоднородностей ),( txF  и ),( txFT  в (11) и (15) обу-

словлено неоднородными краевыми условиями 

),(0 txYY
T




 и ),(),( 0 txTtxT
T




 ( ),(),,( 00 txTtxY – 

заданные значения скоростей и начальной температуры 

среды при входе в гидросеть) и последующей заменой, 

приводящей эти неоднородные условия к однородным. 

Введем следующие формы ( ),(1 vu  – билинейная 

форма):  
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на вектор-функциях ,,u  и скалярных функциях 

,
 
(при этом сходятся интегралы в представлении 

данных форм).  

Определение 2. Турбулентным решением началь-

но-краевой задачи (11)–(17) называется пара функций 

 ),(),,( txTtxY  ( ),(),( 1
0,1
0,2 TSVtxY  , 

),(),( 1
1

0,2 TSWtxT  ). При этом вектор-функция 

),( txY  удовлетворяет интегральному тождеству  
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для любых  Tt ,0  и любых вектор-функций 

),(),( 1
1
2 TSWtx  , а скалярная функция ),( txT  – 

интегральному тождеству 
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для любых  Tt ,0  и любых скалярных функций 

),(),( 1
1
2 TSWtx   (пространство ),( 1

1
2 TSW 

 
стро-

ится по аналогии с ),( 1
0,1
0,2 TSW  )

  
Теорема 4. Начально-краевая задача (11)–(14) при 

указанных выше условиях имеет турбулентное реше-

ние ),(),( 1
1

0,2 TSVtxY  , непрерывно зависящее от 

исходных данных ),( txF  и )(0 xY . 

Теорема 5. Начально-краевая задача (15)–(17) име-

ет турбулентное решение ),(),( 1
0,1
0,2 TSVtxT  , непре-

рывно зависящее от исходных данных ),( txFT  и )(0 xT . 

 

Доказательства утверждений представленных тео-

рем приведены в работе [1].  
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Следствие из теорем 4 и 5. Начально-краевая за-

дача (11)–(17) имеет турбулентное решение, непрерыв-

но зависящее от исходных данных ),( txF , ),( txFT  и 

)(0 xY , )(0 xT . 

3. Разностная схема численного анализа. Для уп-

рощения анализа остановимся на случае ламинарного 

потока (п. 2.1), случай турбулентного потока (п. 2.2) 

аналогичен.  

Разобьем ребра   сети   точками kh  ( k  – нату-

ральные числа, 0h  – фиксированное число, равное 

длине элементарного отрезка h , называемого ниже 

элементарной ячейкой ребра сети), при этом считаем, 

что внутренние узлы )( J  графа входят в число 

таких точек. Множество точек  kh  назовем сеткой   

и обозначим 
h . Для сеточных функций hu  (индекс 

h  для упрощения записи иногда опускается), опреде-

ленных на 
h  и соответствующих функциям 

xxu ),( , введем разностные операции (разностные 

отношения) ))()((
1

)( xuhxu
h

xux  , )(xux  

))()((
1

hxuxu
h

  (правое и левое разностные от-

ношения). Разностные операции от произведения се-

точных функций имеют следующий вид:  

 

),()(

)()()()()()()()(

hxvhxu

xvxuxvhxuxvxuxuv

x

xxxx




 

 

).()(

)()()()()()()()(

hxvhxu

xvxuxvhxuxvxuxuv

x

xxxx




 

 

Разностным аналогом формулы интегрирования по 

частям является формула 

 

),0()0(

)()()()()()(

1

1

0

hh

hh

M

k

xh

M

k

hx

vu

MhvMhukhvkhuhkhvkhuh



 






 

здесь hx vu ,  – произвольные сеточные функции, задан-

ные в точках Mkkh ,...,1,0,   ( M  – число всех точек 

сетки 
h , в прикладных задачах обычно Mh /1 ). 

Ниже для удобства чтения индекс k  у сеточной функ-

ции )(kuh  указывает на то, что функция hu  берется 

на слое ktt   (   /,,1 TNNk ). 

Рассмотрим следующую разностную схему (в рабо-

те [6] приведена аналогичная): 

 

),()())(()( kfkubkuaku hhxxht
                         (18) 

 

,0)( 
 hkuh                                                                (19) 

.
0 hthu 


                                                                  (20) 

 

Разностные уравнения (18) должны выполняться на 

слоях ktt   ( Nk ,1 ) в точках сетки 
h ; равенства 

(19) выполняются для Mkkh ,...,1,0,  ; равенство (9) – 

в точках 
h . При этом в (20) сеточная функция h  в 

точке kh  ячейки kh  равна усреднению 






kh

dxx
h

h )(
1

, взятому по ячейке kh . Аналогично 

строятся сеточные функции ha  и hb . Сеточная функ-

ция )(kfh  строится по заданной функции f  в соот-

ветствии с соотношением (усреднение) 




 


),(

,

0

0

,),(
1

kk

ktkhxh

T

dxdttxf
h

f  где ),( 0kkT  

))1(,( 00   kkkh . 

Для каждого слоя ktt   ),1( Nk   разностная 

схема (18)–(20) являет собой линейную систему алгеб-

раических уравнений, однозначно разрешимую для 

всех 0 , где 00   – некоторое фиксированное 

число. Соотношения (18), (19) эквивалентны тождест-

вам 

 

,)( 
 


hh

hhhhhxxhht
fubuau                 (21) 

 

которые выполняются на всех слоях ktt   ),1( Nk   

и в которых h  – произвольная сеточная функция 
h , 

равная нулю 
h . 

Теорема 6. Система (18), (19) при 0  (значе-

ние 0  указано ниже) однозначно разрешима на слое 

ktt   ),1( Nk   при любых )(kfh . 

Доказательство. На произвольном слое ktt   

возьмем однородную систему, соответствующую сис-

теме (18), (19), или, что то же, тождество (21), где hf  и 

1ku  ( 1ku  входит в выражение )(ku
t

) заменены ну-

лями. Положив в этом тождестве hh u , получим 

равенство .0)
1

( 222



h

hhxhh ubuau  В силу оценок 

для функций )(xa  и )(xb  из него вытекает 

.)()()
1

(
1 22222 

 









 hhhh

hhhxhhh ububuauu  

При 
 b/1  ( 0/1  b ) из полученной оценки 

следует 0)( kuh .  

Теорема 7. Разностная схема (18), (19) устойчива. 

Доказательство. Положим в (21) )(2 kuhh   и 

воспользуемся соотношением )()(2 kuku ht


)()1()( 2222 kukuku
thh  , а также неравенствами 
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для функций )(xa  и )(xb , которые остаются справед-

ливыми и для их усреднений. Получим 

 

.22
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Здесь 
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h hh uhu 2

,2
. Из полученного неравенства 

следует  
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и при последующем делении на 

)1(,2)(,2 


khkh hh uu


 – неравенство 

)(,2)1(,2)(,2
2)21(

khkhkh hhh fuub








 . 

При )2/(1  b  из этого рекуррентного соотношения 

для произвольного слоя ktt   ( 2k ) окончательно 

получаем  

 

),(
)(,2,2)(,2 khhkh hhh fCu

 
                      (22) 

 

где C  – постоянная, зависящая только от 
b  и T . 

Неравенства (22) гарантируют устойчивость схемы 

(18), (19). Теорема доказана. 

На основе неравенств (22) доказывается слабая 

сходимость в )(0,1
2 TW   задачи (6)–(8). Именно из тож-

деств (21) для слоев ktt   ( Nk ,1 ) следует тожде-

ство 

 

 
 



T

dxdxdtubuau hhhhxxhth )0(~)~~~~~~(   

= 




T

dxdtf hh
~

                                                                
(23)

 

 

(здесь через v~  обозначены кусочно-постоянные интер-

поляции сеточных функций hv :  )1(, 0
),(~

kkhvtxv ) при 

любой функции )(kh , равной нулю на 
h  при всех 

k  и равной нулю на слое Tt  . Предельный переход 

по 0h  и 0  в (23) осуществляется, взяв в каче-

стве h  значения в точках сетки 
h
T  какой-либо глад-

кой функции ),( tx , равной нулю в окрестности боко-

вой поверхности цилиндра T  и его верхнего основа-

ния. Таким образом, имеет место 

Теорема 8. Пусть для начально-краевой задачи (6)–

(8) ),()( 1
0,2  aWx , )(),( 1,2 TLtxf  . Тогда разно-

стная схема (18)–(20) однозначно определяет сеточ-

ную функцию hu  при всех 
 b/1  и ее интерполяции 

при 0h  и 0  слабо сходятся в )(2 TL   к обоб-

щенному решению ),(),( 0,1
0,2 TaWtxu   задачи (6)–(8), 

производные от интерполяций сходятся слабо в 

)(2 TL   к )(),( 2 TLtxu
x





. 

4. Заключение. Следует отметить, что представ-

ленные выше идеи использованы ранее в работе [3], а 

также могут быть использованы при решении ряда 

смежных задач: оптимальное управление грузопере-

возками в условиях мегаполиса, когда требуется учи-

тывать переменную скорость движения в течение суток 

[9]; аппроксимация процессов специальных течений в 

реакторах вытеснения [10]; построение систем монито-

ринга и управления объектами повышенной сложности 

– от ядерных реакторов до мобильных роботов [11]. 

Представленные результаты аналогичны классическим 

исследованиям устойчивости дифференциальных сис-

тема и оптимизации [12–14]. 
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