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РЕГУЛЯРИЗОВАННЫЙ ПРИНЦИП МАКСИМУМА ПОНТРЯГИНА В
ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ С ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ В ЛЕБЕГОВЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ
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Рассматриваются устойчивые к ошибкам исходных данных секвенциальные прин-
цип Лагранжа и принцип максимума Понтрягина в выпуклой задаче оптимального
управления со строго равномерно выпуклым целевым функционалом, распределенным
управлением и поточечными фазовыми ограничениями для параболического уравне-
ния. Распределенные управления считаются принадлежащими лебегову пространству
суммируемых с p -той степенью функций при p ∈ (2 + ∞) . Образы задающих пото-
чечные фазовые ограничения операторов вкладываются в лебегово пространство сум-
мируемых с s -той степенью функций при s ∈ (1, 2).

Введение. Задачам оптимизации и, в частности, условной оптимизации, характерны
различные проявления неустойчивости [1]. В случае достаточно сложных реальных задач,
когда их исходные данные могут задаваться с погрешностью, а процесс решения задач
неразрывно связан с применением приближенных методов, проблемы неустойчивости явля-
ются центральными, требующими их обязательного учета. Указанная неустойчивость опти-
мизационных задач, в свою очередь, порождает и «неустойчивость» классических условий
оптимальности, в частности, таких, как принцип Лагранжа, принцип максимума Понтря-
гина. Это проявляется в выделении классическими условиями оптимальности сколь угод-
но далеких «возмущенных» оптимальных элементов от их «невозмущенных» аналогов при
сколь угодно малых возмущениях исходных данных задач [2]. Указанные проблемы неустой-
чивости характерны и для рассматриваемой ниже задачи оптимального управления с по-
точечными фазовыми ограничениями для линейного параболического уравнения, а также
для соответствующих классических условий оптимальности для нее — принципу Лагранжа
и принципу максимума Понтрягина.
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В работах [2–4], с целью преодоления неустойчивости классического принципа Лагранжа
в задачах выпуклого программирования, было предложено рассматривать т. н. регуляри-
зованные или, другими словами, устойчивые секвенциальные принцип Лагранжа, теорему
Куна–Таккера, обоснование которых опирается на метод двойственной регуляризации [5, 6].
В свою очередь, в работах [7–9] этот метод был применен для получения регуляризован-
ных принципа Лагранжа в недифференциальной форме и принципа максимума Понтря-
гина для выпуклой задачи оптимального управления линейной системой обыкновенных
дифференциальных уравнений с поточечными фазовыми ограничениями типа равенства и
неравенства. В данной работе схема доказательства регуляризованных условий оптималь-
ности [7–9] применяется для получения регуляризованных принципа Лагранжа в недиффе-
ренциальной форме и принципа максимума Понтрягина в выпуклой задаче оптимального
управления линейным параболическим дифференциальным уравнением с поточечными фа-
зовыми ограничениями типа равенства и неравенства. Принципиальным отличием от [7–9]
рассматриваемой здесь ситуации является то, что распределенные управления считаются
принадлежащими пространству суммируемых с p -той степенью функций при p ∈ (2,+∞),
в свою очередь, образы задающих поточечные фазовые ограничения операторов вкладыва-
ются в пространство суммируемых с s -той степенью функций при s ∈ (1, 2) . В то же время
в [7–9] и в том и в другом случаях использовались гильбертовы пространства суммируемых
с квадратом функций. Пространство суммируемых с квадратом функций используется в
обоих случаях также и в работе [10] настоящего выпуска Вестника Тамбовского универси-
тета. Смысл применения рефлексивных лебеговых пространств вместо более привычных
гильбертовых, состоит в том, что это существенно расширяет класс задач оптимального
управления и сводящихся к ним задач (например, обратных задач), в которых могут быть
получены регуляризованные условия оптимальности. Прежде всего, это происходит за счет
присоединения к нему новых оптимизационных задач, связанных с уравнениями в част-
ных производных, что, в частности, связано с: 1) улучшением свойств регулярности реше-
ний уравнений в частных производных, свойств дифференцируемости функций Лагранжа
этих оптимизационных задач за счет увеличения степени суммируемости коэффициентов
начально-краевых задач; 2) улучшением аналогичных свойств решений сопряженных урав-
нений принципа максимума в задачах оптимального управления при погружении образов
операторов, задающих ограничения, в функциональные классы суммируемых с s -ой сте-
пенью функций при s ∈ (1, 2) .

При обосновании получаемых в работе и выражаемых в терминах минимизирующих
приближенных решений в смысле Дж. Варги [11] устойчивых секвенциальных принципа
Лагранжа, принципа максимума Понтрягина, помимо указанной выше общей схемы работ
[7–9], самым существенным образом используется и разработанная ранее схема получения
устойчивого секвенциального принципа Лагранжа в задаче выпуклого программирования,
допустимые элементы в которой, а также образы задающих ограничения операторов вкла-
дываются в рефлексивные банаховы пространства [12–14].

Постановка задачи оптимального управления. Пусть U ⊂ R1 — выпуклый ком-
пакт, Ω — ограниченная область в Rn , n > 2 , QT ≡ Ω×(0, T ), Qι,T ≡ Ω×(ι, T ), ι ∈ (0, T ) ,
S ≡ ∂Ω , ST ≡ {(x, t) : x ∈ S, t ∈ (0, T )} , D ≡ {u ∈ L∞(QT ) : u(x, t) ∈ U п.в. на QT } ⊂
⊂ Lp(QT ) ≡ B , p > 2 , M — замыкание множества M .

Рассмотрим задачу оптимального управления с поточечными фазовыми ограничениями
типа равенства и неравенства

(P δ) f δ(u) → min, u ∈ D ⊂ B, gδ1(u)(x, t) = hδ(x, t), gδ2(u)(x, t) 6 0 при п.в. (x, t) ∈ X,

f δ(u) ≡
〈
Aδ0,1(·, ·)zδ[u](·, ·), zδ[u](·, ·)

〉
L2(QT )

+

+
〈
Aδ0,2(·)zδ[u](·, T ), zδ[u](·, T )

〉
L2(Ω)

+
〈
Aδ0,3(·, ·)zδ[u](·, ·), zδ[u](·, ·)

〉
L2(ST )

+ ‖u‖γp,QT
, γ > 1,
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где f δ : D → R1 — непрерывный строго равномерно выпуклый функционал, gδ1(u)(x, t) ≡
≡ ϕδ1(x, t)z

δ[u](x, t) , gδ2(u)(x, t) ≡ ϕδ2(x, t, z
δ[u](x, t)) , ϕδ1, h

δ ∈ L∞(X) , ϕδ2 — непрерывная по
совокупности переменных функция, выпуклая по z при всех (x, t) ∈ X ⊂ Qι,T , ι ∈ (0, T ),

множество X совпадает с замыканием своей внутренности, функции Aδ0,1 : QT → R1 и

Aδ0,3 : ST → R1 являются измеримыми по Лебегу, Aδ0,2 ∈ C(Ω) , zδ[u] — решение клас-

са 2 V 1,0
2 (QT ) ∩ C(QT ) третьей начально-краевой задачи для параболического уравнения

дивергентного вида [15]

zt −
∂

∂xi

(
ai,j(x, t)zxj

)
+ aδ(x, t)z + u(x, t) = 0, (1)

z(x, 0) = vδ0(x), x ∈ Ω,
∂z

∂N
+ σδ(x, t)z = wδ0(x, t), (x, t) ∈ ST ,

где ∂z(x,t)
∂N ≡ ai,j(x, t)zxj (x, t) cosαi(x, t) , αi(x, t) — угол, образованный внешней нормалью

N к S с осью xi , a
δ ∈ L∞(QT ) , aδ > C0 , C0 — положительная постоянная, σδ ∈ L∞(ST ) ,

σδ > C0 , vδ0 ∈ C(Ω) , wδ0 ∈ L∞(ST ) — заданные функции. Верхний индекс δ в исходных
данных задачи (P δ) означает, что они соответствуют либо ситуации их точного задания
(δ = 0) , либо являются возмущенными (δ > 0) , т. е. задаются с ошибкой, δ ∈ (0, δ0], δ0 > 0
— некоторое фиксированное число. Будем считать, что выполняются следующие оценки

‖Aδ0,1 −A0
0,1‖∞,QT

, |Aδ0,2 −A0
0,2|(0)Ω

, ‖Aδ0,3 −A0
0,3‖∞,ST

6 δ, (2)

‖aδ − a0‖∞,QT
, |vδ0 − v0

0|(0)Ω
, ‖wδ0 − w0

0‖∞,ST
, ‖σδ − σ0‖∞,ST

, ‖ϕδ1 − ϕ0
1‖∞,X , ‖hδ − h0‖∞,X 6 δ,

|ϕδ2(x, t, z) − ϕ0
2(x, t, z)| 6 LMδ

(
1 + |z|

)
∀ (x, t) ∈ X, z ∈ S1

M ,

где LM — постоянная не зависящая от (x, t) ∈ X , S1
M ≡ {z ∈ R1 : |z| 6 M} .

Далее, предположим, что решение задачи (P 0) существует, обозначим его через u0 .
Cчитаем операторы gδ1, g

δ
2 действующими в пространство Ls(X), s ∈ (1, 2) . Двойствен-

ность между Ls(X) и Lq(X) определим с помощью функционала 〈l, v〉 , l ∈ Ls(X) , v ∈
∈ Lq(X) . Введем функцию Лагранжа задачи (P δ) , а также двойственную задачу

Lδ(u, λ, µ) ≡ f δ(u) +
〈
λ, gδ1(u) − hδ

〉
+
〈
µ, gδ2(u)

〉
, u ∈ D, (λ, µ) ∈ Lq(X) × Lq(X),

1

q
+

1

s
= 1,

V δ(λ, µ) ≡ min
u∈D

Lδ(u, λ, µ) → sup, (λ, µ) ∈ Lq(X) × L+
q (X),

где L−
q (X) ≡ {z ∈ Lq(X) : z(x, t) 6 0 при п.в. (x, t) ∈ X}, L+

q (X) = −L−
q (X) . Обозначим:

Dδ,ε ≡ {u ∈ D : ‖gδ1(u)‖s,X 6 ε, min
z∈L−

s (X)
‖gδ2(u)−z‖s,X 6 ε}, ε > 0 , D0,0 ≡ D0 . Центральным

в работе является понятие минимизирующего приближенного решения (МПР) в смысле
Дж. Варги [11] в задаче (P 0) , под которым понимается последовательность элементов ui ∈
∈ D, i = 1, 2, . . . , такая, что f0(ui) 6 β+δi , ui ∈ D0,εi

для некоторых последовательностей
сходящихся к нулю неотрицательных чисел δi, εi, i = 1, 2, . . . , β ≡ β+0 ≡ lim

ε→+0
βε, βε ≡

inf
u∈D0,ε

f0(u).

Следствием введеных выше условий на исходные данные задачи (P δ) и теорем суще-
ствования обобщенного (слабого) решения третьей краевой задачи для линейного парабо-
лического уравнения дивергентного вида, которые могут быть найдены в [15], является
разрешимость начально-краевой задачи (1) в классе V 1,0

2 (QT ) .

2Здесь и ниже мы используем обозначения функциональных пространств и норм их элементов принятые
в монографии [15].
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У т в е р ж д е н и е 1. Для любого u ∈ L2(QT ) при любом T > 0 и любом δ ∈ [0, δ0]
исходная ( прямая ) задача (1) однозначно разрешима в V 1,0

2 (QT ) и справедлива оценка

∣∣ zδ[π]
∣∣
QT

+
∥∥zδ[π]

∥∥
2,ST

6 CT
(
‖u‖2,QT

+ ‖v0‖2,Ω + ‖w0‖2,ST

)
,

в которой постоянная CT не зависит от управления u ∈ L2(QT ) и δ ∈ [0, δ0] .
Одновременно отметим, что для полной определенности постановки задачи (P δ) сфор-

мулированного выше утверждения недостаточно, так как оно, вообще говоря, не гарантиру-
ет необходимого включения zδ[u] ∈ C(QT ) . Однако из наложенных выше условий и теорем
существования слабого решения третьей краевой задачи для линейного параболического
уравнения дивергентного вида следует одновременно и нужная разрешимость начально-
краевой задачи (1) в классе V 1,0

2 (QT ) ∩ C(QT ) [16]. Можно утверждать, что справедливо
аналогичное утверждению 1

У т в е р ж д е н и е 2. Для любого управления u ∈ Lp(QT ) при любом T > 0 и любом

δ ∈ [0, δ0] однозначно разрешима в V 1,0
2 (QT )∩C(QT ) прямая задача (1) и справедлива при

p > n/2 + 1 , r > n+ 1 оценка

∣∣zδ[u]
∣∣(0)
QT

6 CT
(
‖u‖p,QT

+ |v0|(0)Ω
+ ‖w0‖r,ST

)
,

в которой постоянная CT не зависит от δ ∈ [0, δ0] и управления u ∈ Lp(QT ) .
На основе оценок (2) и утверждений 1, 2 можно заключить, что

∣∣f δ(u) − f0(u)
∣∣ 6 C1δ, ∀u ∈ Lp(QT ), (3)

∥∥gδ1(u) − g0
1(u)

∥∥
s,X

6 C2δ
(
1 + ‖u‖p,QT

)
,
∥∥gδ2(u) − g0

2(u)
∥∥
s,X

6 C3δ
(
1 + ‖u‖p,QT

)
∀u ∈ Lp(QT ),

в которых постоянные C1, C2, C3 > 0 не зависят от δ ∈ [0, δ0] и u ∈ D .
Двойственная регуляризация для задачи оптимального управления с пото-

чечными фазовыми ограничениями. Благодаря оценкам (3) мы можем применить
метод двойственной регуляризации [5, 6] для построения минимизирующего приближенно-
го решения в задаче (P 0) . В соответствии с [12–14] рассмотрим двойственный регуляризи-
рующий функционал

Rδ,α(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ) − α ‖(λ, µ)‖k → sup, (λ, µ) ∈ Lq(X) × L+
q(X), α > 0, k > 2,

и предположим, что выполняется условие согласования δ/α(δ) → 0, α(δ) → 0, δ → 0 . Заме-
тим, что множество точек максимума функции Rδ,α(λ, µ) , вообще говоря, может состоять
и не из одной точки. Далее будем работать с некоторой произвольно выбранной точкой
максимума (λδ,α(δ), µδ,α(δ)) ∈Argmax {Rδ,α(λ, µ) : (λ, µ) ∈ Lq(X) × L+

q(X)} . Процесс двой-
ственной регуляризации приводит к конструированию минимизирующего приближенного
решения в задаче (P 0) из элементов uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] = argmin {Lδ(u, λ, µ) , u ∈ D} .

Имеет место сходимость метода двойственной регуляризации [7–9] в равномерно выпук-
лом простанстве [12–14].

Т е о р е м а 1. Вне зависимости от того, разрешима или нет, двойственная к (P 0)
задача, при δ → 0 имеют место предельные соотношения

g0
1

(
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

)
− h0 → 0, g0

2

(
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

)
6 φ(δ), ‖φ(δ)‖ → 0,

〈
(λδ,α(δ), µδ,α(δ)),

(
gδ1
(
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

)
− hδ, gδ2

(
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

))〉
→ 0,

α(δ)
∥∥(λδ,α(δ), µδ,α(δ))

∥∥→ 0, f0
(
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

)
→ min

u∈D0
f0(u),
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∥∥uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] − u0
∥∥→ 0,

неравенство g0
2

(
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

)
6 φ(δ) понимается в смысле упорядоченности по ко-

нусу неположительных функций в Ls(X) , то есть g0
2

(
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

)
− φ(δ) ∈ L−

s .
Одновременно справедливо равенство

lim
δ→+0

V 0(λδ,α(δ), µδ,α(δ)) = sup
(λ,µ)∈Lq(X)×L+

q(X)

V 0(λ, µ).

Регуляризованный принцип Лагранжа в задаче оптимального управления с
поточечными фазовыми ограничениями. Теорема 1 открывает возможность сформу-
лировать в терминах классической конструкции функции Лагранжа и доказать следующий
устойчивый секвенциальный принцип Лагранжа в задаче (P 0) .

Т е о р е м а 2. Для того, чтобы в задаче (P 0) существовало МПР, необходимо и до-
статочно, чтобы существовала последовательность двойственных переменных (λk, µk) ∈
∈ Lq(X) × L+

q(X), k = 1, 2, . . . такая, что δk
∥∥(λk, µk)

∥∥ → 0, k → ∞ и выполняются
соотношения

uδ
k
[λk, µk] ∈ Dδk,εk

, εk → 0, k → ∞, (4)
〈

(λk, µk),
(
gδ

k

1

(
uδ

k
[λk, µk]

)
− hδ

k
, gδ

k

2

(
uδ

k
[λk, µk]

))〉
→ 0, k → ∞. (5)

Последовательность uδ
k
[λk, µk], k = 1, 2, . . . является искомым МПР и элементы

uδ
k
[λk, µk] сильно сходятся при k → ∞ к u0 . В качестве последовательности (λk, µk), k =

= 1, 2, . . . может быть взята последовательность, генерируемая методом двойственной
регуляризации теоремы 1. Как следствие соотношений (4) , (5) выполняется и предель-
ное соотношение

V 0(λk, µk) → sup
(λ,µ)∈Lq(X)×L+

q(X)

V 0(λ, µ), k → ∞.

Одновременно, каждая слабая предельная точка последовательности (λk, µk), k = 1, 2, . . .
является решением двойственной задачи V 0(λ, µ) → sup , (λ, µ) ∈ Lq(X) × L+

q(X) .

Регуляризованный принцип максимума Понтрягина в задаче оптимального
управления с поточечными фазовыми ограничениями. Пусть помимо введенных
выше условий на исходные данные существует непрерывный по z градиент ∇zϕ2(x, t, z) .
Вложение образов операторов g1, g2 в лебегово пространство Ls(X), s ∈ (1, 2) , позволяет
считать множители Лагранжа λ, µ элементами лебегова пространства Lq(X) с достаточно
большим показателем суммируемости q . Величина показателя q может быть взята такой,
что это обеспечивает в совокупности с предложением 2 и теоремой 10.1 в [15], о гельдеро-
вости решений линейного параболического уравнения, возможность применения обычного
игольчатого варьирования в простейшей задаче оптимального управления Lδ(u, λk, µk) →
→ min, u ∈ D для записи необходимых условий оптимальности в форме принципа мак-
симума Понтрягина для управления uδ

k
[λk, µk] . По этой причине следствием теоремы 2

является

Т е о р е м а 3. Для существования МПР в задаче (P 0) , необходимо и достаточно,
чтобы существовала последовательность двойственных переменных (λk, µk) ∈ Lq(X) ×
×L+

q(X), k = 1, 2, . . . такая, что δk
∥∥(λk, µk)

∥∥ → 0 при δk → 0 и выполнялись соотно-
шения (4) и (5) для элементов, удовлетворяющих соотношению максимума

H
(
x, t, uδ[λk, µk](x, t), ηδ

k[
uδ[λk, µk]

]
(x, t)

)
= max

u∈U
H
(
x, t, u, ηδ

k[
uδ[λk, µk]

]
(x, t)

)
п.в. на QT ,
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где H(u, η) ≡ −
(
uη + ||u||γp,QT

)
, а ηδ

k[
uδ[λk, µk]

]
— решение сопряженной задачи

ηt −
∂

∂xj

(
ai,j(x, t)ηxi

)
+ aδ

k
(x, t)η =

= 2Aδ
k

0,1(x, t)z
δk[
uδ

k
[λk, µk]

]
(x, t)+λk(x, t)ϕδ

k

1 (x, t)+µk(x, t)∇zϕ
δk

2

(
x, t, zδ

k[
uδ

k
[λk, µk]

]
(x, t)

)
,

η(x, T ) = 2Aδ
k

0,2(x, T )zδ
k[
uδ

k
[λk, µk]

]
(x, T ), x ∈ Ω,

∂η

∂N + σδ
k
(x, t)η = 2Aδ

k

0,3(s, t)z
δk[
uδ

k
[λk, µk]

]
(s, t), (s, t) ∈ ST .

Последовательность uδ
k
[λk, µk], k = 1, 2, . . . является искомым МПР и элементы

uδ
k
[λk, µk] сильно сходятся при k → ∞ к u0 . В качестве последовательности (λk, µk), k =

= 1, 2, . . . может быть взята последовательность, генерируемая методом двойственной
регуляризации теоремы 1. Как следствие соотношений (4) , (5) выполняется и соотно-
шение

V 0(λk, µk) → sup
(λ,µ)∈Lq(X)×L+

q(X)

V 0(λ, µ), k → ∞.

Одновременно, каждая слабая предельная точка последовательности (λk, µk), k = 1, 2, . . .
является решением двойственной задачи V 0(λ, µ) → sup , (λ, µ) ∈ Lq(X) × L+

q(X) .
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Gorshkov A.A. REGULARIZED PONTRYAGIN MAXIMUM PRINCIPLE IN OPTIMAL CONT-
ROL FOR A PARABOLIC EQUATION WITH PHASE CONSTRAINTS IN LEBESGUE SPACES

The stable with respect to the errors in the initial data sequential Lagrange principle and Pontryagin
maximum principle in a optimal control problem are considered. The target functional for this problem
isstrictly uniformly convex, the control is distributed, the phase constraints are pointwised for a parabolic
equation. The control is set from Lebesgue space of summable functions with p ∈ (2,+∞) degree. The
restriction operators images are put to the Lebesgue space of summable functions with s ∈ (1, 2) degree.
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ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМОЙ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПРИ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ

c© И.В. Гребенникова, А.Г. Кремлев

Ключевые слова: сингулярно возмущенная система с запаздыванием; оптимальное
управление; фундаментальная матрица.
Рассматривается задача управления по минимаксному критерию для сингулярно воз-
мущенной системы с запаздыванием при интегральных квадратичных ограничениях на
ресурсы управления. Предлагается процедура построения управляющего воздействия,
аппроксимирующего оптимальное решение с заданной степенью точности относительно
малого положительного параметра.

Рассматривается управляемая сингулярно возмущенная система с запаздыванием h > 0
(по состоянию):

dx(t)/dt = A11(t)x(t) +A12(t)y(t) +G1(t)x(t− h) +B1(t, µ)u(t),
µdy(t)/dt = A21(t)x(t) +A22(t)y(t) +G2(t)x(t− h) +B2(t, µ)u(t),

(1)

где t ∈ T = [t0, t1]; x ∈ Rn, y ∈ Rm; u ∈ Rr — управление. Начальное состояние систе-
мы (1) x(t) = ψ(t), t0 − h 6 t < t0, x(t0) = x0, y(t0) = y0 точно неизвестно и заданы лишь
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