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Рассмотрена задача условной минимизации функционала, определенного на метриче-
ском пространстве, с ограничениями типа равенств. Получены условия совпадения ре-
шений задачи с точками минимума штрафной функции. Исследованы свойства функ-
ции минимума.
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Введение. Настоящая работа посвящена одному из методов исследования задач условной
минимизации – методу штрафных функций. Подробное описание метода штрафных функций и
его применение для выведения необходимых условий оптимальности дано, например, в [1], §15.
Вообще говоря, снятие ограничений в задаче на условный экстремум построением штрафных
функций является стандартным приемом теории экстремальных задач. Существует обширная
литература по этой тематике (см. библиографию в [1], §15). Мы дополнительно отметим работы
[2], [3], в которых был получен ряд модификаций метода штрафных функций, применимых к
вырожденным экстремальным задачам.

Настоящая работа посвящена следующей задаче. Пусть (X, ρX), (Y, ρY ) – метрические
пространства, заданы отображения Ψ,Φ :X→Y, функция f :X→R. Рассмотрим задачу{

f(x)→min,
Ψ(x)=Φ(x).

(1)

Точку x∈X в этой задаче будем называть допустимой, если Ψ(x)=Φ(x). Решением (мини-
мумом) этой задачи будем называть допустимую точку x̂ ∈X такую, что f(x̂)≤ f(x) для
любой допустимой точки x∈X .

Зададим штрафную функцию fk :X→R, k≥ 0, по формуле

fk(x) = f(x) + kρY (Ψ(x),Φ(x)), x ∈ X.

Цель настоящей работы заключается в нахождении условий, при которых при достаточно
больших k множество решений задачи (1) совпадает с множеством точек минимума функ-
ций fk.

I. Основные результаты. Пусть заданы числа α> 0, β≥ 0, l≥ 0. Всюду далее мы будем
предполагать, что
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• f является l -липшицевой функцией;

• Ψ является непрерывным и α -накрывающим отображением;

• Φ является β -липшицевым отображением;

• α>β;

• X полно.

Напомним, что отображение Ψ называется α -накрывающим, если

∀x0 ∈ X, ∀ y ∈ Y ∃x ∈ X : Ψ(x) = y и ρX(x0, x) ≤
ρY (Ψ(x0), y)

α
.

Отображение Φ , как обычно, называем β -липшицевым, если

ρY (Φ(x),Φ(u)) ≤ βρX(x, u) ∀x, u ∈ X.

Отметим, что множество решений x∈X уравнения

Ψ(x) = Φ(x)

(т. е. множество допустимых точек в задаче (1)), также принято называть множеством точек
совпадения отображений Ψ и Φ . В приведенных предположениях множество допустимых
точек в задаче (1) непусто, поскольку в силу теоремы 1 из [4] множество точек совпадения
отображений Ψ и Φ непусто.

Отметим, что результаты, аналогичные теореме 1 из [4], широко используются для изу-
чения вопроса разрешимости абстрактных уравнений и включений (см., например, [5]–[7]),
обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [8], [9]), уравнений Вольтерра
(см. [10]) и управляемых систем (см., например, [11]–[13]). Теория накрывающих отображений
используется и применительно к экстремальным задачам (см., например, [14]).

Сформулируем основные результаты настоящей работы.

Т е о р е м а 1. Если
k > l(α− β)−1,

то множество всех решений задачи (1) и множество всех точек минимума функции fk
совпадают.

Доказательство этой теоремы непосредственно вытекает из теоремы о точках совпадения
из [4] и приведенного в следующем параграфе утверждения, аналогичного предложению 3.111
из [15].

Приведем следствие теоремы 1. Для произвольного y ∈Y рассмотрим задачу{
f(x)→min,
Ψ(x)= y.

(2)

С л е д с т в и е 1. Если k > lα−1, то множество решений задачи (2) совпадает со
множеством точек минимума функции

gk : X → R, gk(x) ≡ f(x) + kρY (Ψ(x), y).

Для доказательства этого утверждения достаточно применить теорему 1 к задаче (2) при
Φ(x)≡ y, β=0 .
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Исследуем зависимость значения минимума в задаче (2) от параметра y ∈Y . Положим

Ψ−1(y) := {x ∈ X : y = Ψ(x)} ∀ y ∈ Y.

Обозначим через D⊂ Y множество всех y ∈ Y, для которых инфимум в задаче (2) конечен,
т. е.

y ∈ D ⇔ ∃ c ∈ R : f(x) ≥ c ∀x ∈ Ψ−1(y).

Определим функцию ω :D→R по формуле

ω(y) := inf
x: Ψ(x)=y

f(x) ∀ y ∈ D.

Т е о р е м а 2. Если D ≠ ∅ , то D=Y и функция ω является (α−1l) -липшицевой.

Завершая этот параграф, сформулируем достаточные условия существования минимума
функции, определенной на метрическом пространстве. Пусть даны функция u :X→R и по-
ложительное число α .

Т е о р е м а 3. Предположим, что
1) функция u(·) является условно α -накрывающей, т. е.

∀x0 ∈ X, ∀ y ∈ u(X) ∃x ∈ X : u(x) = y и ρX(x0, x) ≤
|y − u(x0)|

α
;

2) функция u(·) является полунепрерывной снизу;
3) существует γ ∈R такое, что u(x)≥ γ для любого x∈X .

Тогда для любой точки x0 ∈X существует точка x∗ ∈X , в которой достигается ми-
нимум функции u(·) , удовлетворяющая соотношению

ρX(x0, x
∗) ≤ u(x0)− γ

α
.

Это утверждение представляет собой следствие теоремы 3 из [16].

II. Доказательства основных результатов. Для произвольной функции F :X→ R+ и
числа a∈R , как обычно, обозначим

F−1(a) = {x ∈ X : F (x) = a}.

Для множества A⊂X и точки x∈X обозначим

dist(x,A) := inf{ρX(x, a) : a ∈ A}.

Всюду далее будем полагать, что

ρX(x, ∅) = +∞ ∀x ∈ X, +∞ > t ∀ t ∈ R.

Пусть задана функция F :X→ R+ , число γ ≥ 0. Для произвольного k ≥ 0 определим
функцию fk :X→R+ по формуле

fk(x) := f(x) + kF (x), x ∈ X.

Л е м м а 1. Предположим, что

dist(x, F−1(0)) ≤ γF (x) ∀x ∈ X.
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1) Если k= γl, то любое решение задачи

f(x)→ min, F (x) = 0 (3)

является точкой минимума функции fk.
2) Если k>γl, то множество решений задачи (3) совпадает со множество точек минимума
функции fk.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Пусть k≥γl, x̂ – решение задачи (3). Из предположений
на функцию F следует, что для любой точки x для любого ε>0 существует точка xε∈F−1(0)
такая, что ρX(x, xε)≤ γF (x)+ ε. Следовательно,

fk(x) ≥ −lρX(x, xε) + f(xε) +
k

γ
ρX(x, xε)− kε ≥ f(xε)− kε ≥ fk(x̂)− kε

для любого ε>0. Поэтому fk(x)≥f(x̂) для любого x, и, значит, x̂ является точкой минимума
функции fk.

Пусть k >γl, x̂ – точка минимума функции fk. Из предположений на функцию F сле-
дует, что для любого ε > 0 существует точка xε ∈ F−1(0) такая, что ρX(x, xε)≤ γF (x̂) + ε.
Тогда

f(xε) = fk(xε) ≥ fk(x̂) ≥ −lρX(x̂, xε) + f(xε) +
k

γ
ρX(x̂, xε) + kε,

и, значит,
k − lγ
γ

ρX(x̂, xε) + kε ≤ 0

для любого ε> 0. Следовательно, x̂∈F−1(0), т. е. x̂ является допустимой точкой в задаче
(3). Отсюда очевидно следует, что x̂ – решение задачи (3). �

З а м е ч а н и е. Если k= γl, то множество решений задачи (3) может не совпадать со
множеством точек минимума функции fk. Так, например, если

X = R, f(x) ≡ −|x|, F (x) ≡ |x|,

то l= γ=1, задача (3) принимает вид {
−|x|→min,
|x|=0,

и имеет место равенство
fk(x) ≡ −|x|+ k|x|.

Множество решений задачи (3) состоит только из нуля, в то время, как fk(x)≡0 при k=γl=1,
и, значит, множество точек минимума функции fk совпадает с R.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Положим

F (x) = ρY (Ψ(x),Φ(x)), x ∈ X, γ :=
1

α− β
.

Согласно теореме о точках совпадения (теорема 1 из [4]) для любого x∈X существует точка
ξ ∈X такая, что

F (ξ) = 0 и ρX(x, ξ) ≤ γF (x).

Следовательно, dist(x, F−1(0))≤γF (x) для любого x∈X. Поскольку во введенных обозначе-
ниях задачи (1) и (3) эквивалентны, из леммы 1 вытекает искомое утверждение. �
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Пусть D ̸= ∅, т. е. существует точка y∗ ∈Y такая,
что множество

{f(x) : Ψ(x) = y∗}

ограничено снизу. По определению его точная нижняя граница совпадает с ω(y∗). Возьмем
произвольную точку y ∈Y и покажем, что y ∈D , т. е., что множество

{f(x) : Ψ(x) = y}

ограничено снизу.
Из α -накрываемости отображения Ψ следует, что для произвольной точки x∈X такой,

что Ψ(x)= y существует точка x∗ ∈X , для которой

Ψ(x∗) = y∗ и ρX(x, x
∗) ≤ 1

α
ρY (y, y

∗).

Следовательно,

f(x) ≥ f(x∗)− lρX(x, x∗) ≥ ω(y∗)−
l

α
ρY (y, y

∗)

для любой точки x∈X такой, что Ψ(x)= y . Значит множество {f(x) : Ψ(x)= y} ограничено
снизу. Следовательно y ∈D . В силу произвольности выбора y ∈Y получаем D=Y .

Покажем, что функция ω является (α−1l) -липшицевой. Возьмем произвольные точки
y1, y2 ∈ Y , произвольное положительное число ε , точку x1 ∈Ψ−1(y1) такую, что f(x1)<
< ω(y1) + ε . Из α -накрываемости отображения Ψ следует, что существует точка x2 ∈
∈ Ψ−1(y2) , для которой

ρX(x1, x2) ≤
1

α
ρY (y1, y2).

Следовательно,

ω(y2)− ω(y1) ≤ f(x2)− (f(x1)− ε) ≤ lρX(x1, x2) + ε ≤ l

α
ρY (y1, y2) + ε.

Переходя к пределу при ε→ 0 получаем

ω(y2)− ω(y1) ≤ ρY (y1, y2).

В силу произвольности выбора y1, y2 ∈Y из последнего неравенства следует, функция ω яв-
ляется (α−1l) -липшицевой. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. В силу предположения 3) существует точная
нижняя граница γ̃≥ γ множества значений функции u(·) . Обозначим

U(x) := u(x)− γ̃.

Очевидно, что точная нижняя граница множества значений функции U(·) равна нулю.
Покажем, что функция U(·) удовлетворяет условию Каристи (см. [16]) с константой α .

Действительно, пусть x∈X , U(x) ̸=0 . Тогда u(x)>γ̃ . Следовательно, по определению точной
нижней границы существует значение y ∈u(X) такое, что

u(x) > y ≥ γ̃.

В силу предположения 1) существует точка x′ ∈X такая, что

u(x′) = y и ρX(x, x
′) ≤ |u(x

′)− u(x)|
α
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Следовательно,
U(x′) + αρX(x, x

′) ≤ U(x′) + |u(x′)− u(x)| ≤

≤ U(x′) + u(x)− u(x′) = u(x′)− γ̃ + u(x)− u(x′) = U(x).

Итак, доказано, что функция U(·) удовлетворяет условию Каристи.
Из предположения 2) и теоремы 3 из [16] следует, что существует точка минимума x∗ ∈X

функция U(·) , для которой имеет место неравенство

ρX(x0, x
∗) ≤ U(x0)

α
=
u(x0)− γ̃

α
≤ u(x0)− γ

α
.

Из определения функции U(·) следует, что найденная точка x∗ является точкой минимума
функции u(·) . �
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A constrained optimization problem in metric spaces is considered. Conditions for the set of
solutions to coincide with the set of minimum points of a penalized function are obtained.
Some properties of minimum functions are studied.
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