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ЭФФЕКТИВНОСТЬ ПОЗИЦИОННОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
 

 

 А.А. Коробов, Л.Г. Гамова, Е.И. Глинкин 
 

 
Доказана эффективность симметричного мультипликативного регулирования относительно позиционного зако-
на за счет нормирования случайных сигналов измерения и управления тождественно оптимальному эквивален-

ту для автоматического программного управления в адаптивном диапазоне с заданной точностью.  

Ключевые слова: эффективность регулирования; автоматизация микропроцессорных средств; симметричный 
критерий; прецизионный критерий. 

 

 

Позиционное П-регулирование широко применяет-

ся в приборостроении и биомедицинской технике, при 

автоматизации электрооборудования и производствен-

ных процессов за счет простой реализации измерения 

сигналов в фиксированном диапазоне. Измерение с 

заданной точностью в адаптивном диапазоне аналити-

ческого контроля трудоемко и нетехнологично из-за 

аппаратного управления оператором в диалоговом ре-

жиме коэффициентом настройки П-регулятора итера-

ционным методом последовательного приближения [1–

5]. Это обусловлено незнанием закономерностей изме-

нения нелинейности коэффициента настройки, изме-

няющейся по сложной функциональной зависимости 

статистического распределения при автоматическом 

контроле в адаптивном диапазоне. 

 

1. ПОЗИЦИОННОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ 

 

Принцип стандартного П-регулирования заключа-

ется в сравнении измеряемого сигнала амплитудой U 

на выходе объекта с нормированной уставкой ампли-

тудой E в виде их разницы  = U – E для воздействия 

на объект управляющего сигнала амплитудой I = k  , 

где k – неизвестный коэффициент настройки, подби-

рается оператором в диалоговом режиме под фикси-

рованный диапазон при аппаратном управлении ите-

рационным методом последовательного приближения 

[1; 3]. Пропорциональный режим прост и технологи-

чен в узком фиксированном диапазоне примитивных 

контроллеров с жесткой структурой тестеров, копи-

рующих статистическую градуировочную характери-

стику множества случайных ненормированных изме-

рений. Использование закона П-регулирования в ин-

теллектуальных компьютерных анализаторах ограни-

чивает их гибкую архитектуру с ассоциативной адре-

сацией до жесткой структуры примитивных тестеров, 

исключающих автоматический контроль в адаптив-

ном диапазоне с заданной точностью образцовых мер. 

Для стандартного П-регулирования относительная 

погрешность 1 определяется отношением управляю-

щего сигнала I к уставке E : 

 

E

UE
kEk


 /1 .                                                  (1) 

 

Качественный анализ выражения (1) показывает 

изменение погрешности 1  пропорционально диапазо-

ну  = U – E регулирования при фиксированном ко-

эффициенте k настройки. Заданная постоянная по-

грешность 1  регулирования достигается при адаптив-

ном диапазоне за счет изменения коэффициента k по 

сложной обратнопропорциональной зависимости, что 

организуют субъективно итерационным приближением 

только аппаратным управлением в диалоговом режиме 

с оператором, исключающим автоматизацию. 

 

2. МЕТОД ТОЖДЕСТВЕННОСТИ ЭКВИВАЛЕНТАМ 

 

Программное управление с заданной точностью ав-

томатического регулирования в адаптивном диапазоне 

контроля авторы предлагают по гибкому закону П-

регулирования посредством симметричного мультип-

ликативного критерия (СМК) с регламентируемой ап-

риори относительной погрешностью 2  методом тож-

дественности эквивалентам [1–3]. Сущность про-

граммно управляемого позиционного регулирования 

обусловлена нормированием произведения случайных 

сигналов 


n

i

iU

1

тождественно максимальному экви-

валенту max


n

i

iU

1

. С изменением адаптивного диапа-

зона случайным образом по тому же правилу изменяет-

ся произведение случайных переменных Ui и их тожде-

ственность нормируемому эквиваленту, оптимально 

отражающему гибкость адаптации диапазона автома-

тического контроля. 

СМК Q
 
позиционного регулирования представ-

лен [2] отношением произведений


n
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1

 случайных i-

х сигналов Ui к нормированному максимуму 
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реализуемому средним арифметическим XСА в степени 

n по числу i = 1,n сигналов управления. Относительная 

погрешность n  МСК-регулирования соответствует по 

формуле (2) соотношению 
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 ,                                               (3) 

 

а для двух сигналов i = 1,2 нормированной уставки  

U1 = E и измеряемого U2 = U выражение (3) приводится 

к квадратичной оценке [1; 3] 
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Для сравнительного анализа погрешностей 1 (1) и 

2 (4) выразим измеряемый сигнал U через уставку E с 

переменной m = E/U регулирования 
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а после сокращения на норму E находим 1 (m) 
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По аналогии с погрешностью 1 (m) фиксированно-

го регулирования (5) вычислим относительную по-

грешность 2 (m) гибкого регулирования 
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Оценки (5) и (6) удобны для анализа за счет одной 

переменной m в отличие от исходных выражений (1) и 

(4) – с двумя сигналами. 

Сведем выражения (5) и (6) в систему уравнений 

для вычисления неизвестного коэффициента k через 

эффективность   по точности стандартной оценки 1  

к гибкому эквиваленту 2  регулирования: 
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Определим эффективность   по точности при де-

лении первого уравнения на второе системы (7) 
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после приведения подобных членов 

 

)1(
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Неуправляемая погрешность 1  фиксированного 

регулирования оценивается относительно нормируемо-

го эквивалента 2  – идеального конечного результата 

(ИКР) [5] с желаемой закономерностью нулевой меры 

 

0*
22 opt ,                                                               (8) 

 

что достигается (см. (6) и (7)) при условии 

 

1*  moptm .                                                              (8а) 

 

Из качественного анализа эффективности (7а) это 

следует для закономерности 

 

2
*
11 opt ,                                                            (8б) 

 

когда выполняется условие 

 

1*  opt ,                                                             (8в) 

 

что очевидно из тождества (7а). 

Закономерности (8)–(8в) преобразуют тождество 

(7а) к желаемому ИКР 
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из которого следует алгоритм вычисления адаптивного 

коэффициента k* – эквивалента ИКР: 
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Анализ выражений случайной переменной   (7б) 

и нормированного эквивалента 
*
  (9) приводит, со-

гласно методу тождественности эквиваленту [3], к за-

кономерности 

 

0*  koptk                                                                 (9б) 

 

при выполнении условий ИКР (8). 

Нормированная переменная m, как следует из алго-

ритма (9а), изменяется от нуля в начале регулирования 

при U = 0, что наглядно из определений (1) и (4) по-
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грешностей, до единичного уровня при U = E в конце 

регулирования. 

Следовательно, гибкий коэффициент k* оптимиза-

ции, в отличие от фиксированного коэффициента k 

стандартного П-регулирования, автоматически изменя-

ется в адаптивном диапазоне {0,1} за счет тождествен-

ности произведения случайных переменных нормиро-

ванному эквиваленту ИКР, представленному макси-

мальным произведением средних арифметических вели-

чин адаптивного диапазона автоматического контроля. 

Качественная оценка эффективности симметрично-

го П-регулирования относительного стандартного про-

ведена методом тождественности эквивалентам ИКР, 

количественную оценку эффективности СМК-

регулирования строго докажем методом производных. 

 

3. ЗАКОНОМЕРНОСТИ  

СТАНДАРТНОГО КРИТЕРИЯ 

 

Определим закономерности стандартного П-

регулирования для коэффициента k настройки и отно-

сительной погрешности 1 . Оптимальная погрешность 

*
1  соответствует нулевой производной 

'
1  оценки 1  

относительно переменной m: 
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Вычислим производную [4] по числителю и знаме-

нателю для постоянного коэффициента k = Const 
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которая с учетом выражения (5) примет вид 

 

  0*
1

'
1  k . 

 

Это соответствует решению 

 

k*
1 , 

 

отражающему закономерность 

 

kopt  *
11 ,                                                           (10a) 

 

оптимальная погрешность П-регулирования регламен-

тирована фиксированным коэффициентом k настройки. 

С учетом диапазона варьирования коэффициента k =  

= {0,1} очевидно, что относительная погрешность оп-

тимального режима 
*
1  = {0,1} также неопределенна, и 

при итерационном последовательном приближении для 

середины диапазона составляет до 50 % в адаптивном 

диапазоне автоматического контроля. 

Закономерность (10а) позволяет оценить нелиней-

ность 1  за счет преобразования погрешности 1  к 

тождеству 

 

 

1
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с соответствующей нелинейностью 
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Вычислим оптимальный эквивалент 
*
1  стандарт-

ного регулирования из равенства нулю производной 
'
1  = 0 относительно переменной m: 
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После дифференцирования числителя (m – 1) и 

знаменателя 1/m получим уравнение 
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которое с учетом выражения (11а) соответствует виду 
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1
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m
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Решение этого уравнения отражает закономерность 

 

1*
11 opt ,                                                           (11б) 

 

которая невыполнима из-за противоречивых требова-

ний к переменной m – тождественности нулю и едини-

це. Данное противоречие лишь подтверждает несостоя-

тельность оптимального П-регулирования с регламен-

тируемой погрешностью до 50 % за счет тождествен-

ности априори неоптимальному коэффициенту  

k = {0,1}. 

 

4. ЗАКОНОМЕРНОСТИ  

СИММЕТРИЧНОГО КРИТЕРИЯ 

 

Выявим закономерности МСК-регулирования ме-

тодом производных без учета нормированного по мак-

симуму эквивалента знаменателя критерия (2), выяв-

ленного методом оптимизации [1; 4]. Для этого про-

дифференцируем относительную погрешность 2  (7) 

по переменной m 

 

 
 

0
1

1
2

2'
2 

















m

m

dm

d

dm

d
 

 

и получим уравнение 

 

  

































2

'
2

1

1

1

11

1

1
2

m

m

mmm

m
. 

 

 



ISSN 1810-0198. Вестник Тамбовского университета. Серия Естественные и технические науки 

 328 

Перемножим правую часть уравнения на числитель 

(m – 1) и с учетом алгоритма (6) сформируем тождество 
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откуда следует равенство оптимальной погрешности 
*
2  
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Результатом решения служит закономерность оп-

тимизации 
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при выполнении условия 

 

1*  moptm ,                                                            (12a) 

 

что подтверждает оптимальность алгоритма (6) МСК-

регулирования с квадратичной нормировкой законо-

мерности (12) 
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Оптимальную нелинейность 
*
2  регулирования оп-

ределим из тождественности нелинейности 2  крите-

рию Q(2) при замене U1 = E/m; U2 = E для i = 1,2 
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Приравняем нулю производную выражения (13) 
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Приведем подобные члены с учетом алгоритма (13) 
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из которого следует равенство оптимальной нелиней-

ности 
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Решением уравнения служит закономерность опти-

мизации нелинейности 

1
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m
opt ,                                                 (13а) 

 

при условии оптимальной переменной 

 

1*  moptm ,                                                            (13б) 

 

тождественном требованию (12а). 

Следовательно, СМК тождественен нелинейности 

(13) с оптимизацией до постоянной нормы единичного 

уровня (13а) с оптимальной погрешностью (12) нуле-

вого уровня при оптимальной переменной регулирова-

ния (12а), (13б), тождественной единичной мере. Необ-

ходимо отметить гибкость нелинейности симметрично-

го регулирования, тождественной в пределе макси-

мальной точности контроля при нулевой погрешности 

и единичной переменной за счет тождественности слу-

чайного измеряемого сигнала нормируемому значению 

уставки. 

Сравним пределы регулирования с симметричным 

критерием в стандартном позиционном законе. 

 

5. ПОГРЕШНОСТЬ И НЕЛИНЕЙНОСТЬ 

 

Эффективность по точности   несложно опреде-

лить из сопоставления предельной погрешности 
*
1

(10а) П-закона с оптимальной погрешностью 
*
2  (12) 

симметричного регулирования [4–5], представленных 

системой уравнений: 
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Поделим первое уравнение системы (14) на второе 

и выразим эффективность   по точности 
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откуда находим зависимость погрешностей 

 

  *
2

*
1

1

1







m

mk
.                                                           (14б) 

 

Зависимость (14б) показывает, что погрешность 

стандартного регулирования 
*
1  в k-раз выше погреш-

ности 
*
2  симметричного критерия, соответствующего 

нулевой мере при оптимальном регулировании, когда 

переменная m в пределе стремится к единичной норме. 
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Эффективность по нелинейности   найдем из со-

поставления выражения 
*
1 (11а) к эквиваленту 

*
2  

(13а) согласно системе уравнений 
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Из отношения уравнений системы (15) вычислим 

эффективность  по нелинейности регулирования 
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Из анализа зависимости (15б) следует для предель-

ного значения переменной m = 1 и оптимального экви-

валента 
*
2  = 1 приближение стандартной нелинейно-

сти 
*
1  = 0 к нулю, что противоречит автоматическому 

регулированию в адаптивном диапазоне аналитическо-

го контроля. 

Количественная оценка для предельной закономер-

ности m* 1 (12а), (13б) сведена в табл. 1 и 2, отра-

жающие погрешности 
*
1  и 

*
2  (14), нелинейности 

*
1  

и 
*
2  (15) и эффективности по точности   (14а) и 

нелинейности  (15а). 

 

 

Таблица 1 

 

Стандартный критерий 

 

m 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1 

ε1, % 0,89 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 
 

m 1,1 1,09 1,08 1,07 1,06 1,05 1,04 1,03 1,02 1,01 1 

ε1, % 1,099 1,089 1,079 1,069 1,059 1,049 1,039 1,029 1,019 1,009 0,99 

 

 

Таблица 1.1 

 

Эффективность по точности 

 

m 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1 

  –9,5 –10,611 –12 –13,785 –16,16 –19,5 –24,5 –32,833 –49,5 –99,5 0 

 

m 1 1,01 1,02 1,03 1,04 1,05 1,06 1,07 1,08 1,09 1,1 

  0 100,5 50,5 33,83 25,5 20,5 17,16667 14,78571 13 11,61 10,5 

 

 

Таблица 2 

 

Симметричный критерий 

 

m 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1,00 

ε2, % 0,84 0,22 0,17 0,13 9,57–2 6,28–2 4,17–2 2,32–2 1,02–2 2,53–3 0 

 

m 1,1 1,09 1,08 1,07 1,06 1,05 1,04 1,03 1,02 1,01 1 

ε2, % 0,23 0,19 0,15 0,11 8,48-2 5,95–2 3,85–2 2,18–2 9,8–3 2,48–3 0 

 

 

Таблица 2.1 

 

Эффективность по нелинейности 

 

m 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1 

  –0,0855 –0,0782 –0,0706 –0,0628 –0,0547 –0,0463 –0,0376 –0,028 –0,019 –0,009 0 

 

m 1 1,01 1,02 1,03 1,04 1,05 1,06 1,07 1,08 1,09 1,1 

  0 0,0101 0,0206 0,031 0,0424 0,053 0,065 0,077 0,089 0,1025 0,1155 
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Рис. 1. Эффективность по точности 

 

 

 
 

Рис. 2. Эффективность по нелинейности 

 

 

На рис. 1–2 показаны графики эффективности по 

точности и нелинейности. 

Анализ табл. 1 и 2 численно доказывает низкую 

точность стандартного критерия из-за неопределенно-

сти нелинейности (табл. 1), требующего подстройки 

фиксированного коэффициента П-регулирования в 

диалоговом режиме оператором, исключающей авто-

матизацию адаптивного контроля, в отличие от сим-

метричного критерия с гибким регулированием в адап-

тивном диапазоне автоматического контроля за счет 

оптимизации (табл. 2) относительной погрешности и 

нелинейности к нормируемым эквивалентам, соответ-

ствующим нулевой и единичной мере, согласно анали-

тическим закономерностям оптимизации. 

 

6. СТЕПЕННЫЕ КРИТЕРИИ 

 

Ниже проанализированы закономерности степен-

ных симметричных критериев, сформированных по 

аналогии с квадратичной погрешностью 2 (6) регули-

рования [1–2], в виде алгоритмов: 

 
i

i
m

m














1

1
; i = 1,n.                                                  (16) 

 

Оптимизация проведена от простого к сложному 

методом производных для выявления закономерностей 

регулирования. 

Шаг 1 выявляет закономерности линейного крите-

рия со степенью i = 1 
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Перемножим правую часть уравнения на числитель 

(m – 1) и с учетом алгоритма (17) сформируем тожде-
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Результатом решения служит закономерность оп-
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при выполнении условия 

 

1*  moptm .                                                            (17б) 

 

Шаг 2 определяет закономерности квадратичного 

(бинарного) критерия для i = 2: 
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Для выявления оптимальной погрешности 
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после дифференцирования получим уравнение 
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Перемножим правую часть уравнения на числитель 

(m – 1) и с учетом алгоритма (18) сформируем тожде-

ство 
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откуда следует равенство оптимальной погрешности 
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Результатом решения служит закономерность оп-

тимизации 
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при выполнении условия 

 

1*  moptm ,                                                            (18б) 

 

тождественном требованию (17б). 

Шаг 3 отражает закономерности кубического 3  

критерия (i = 3) по аналогии с квадратичным (18): 
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Оптимальную погрешность 
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3  определим из обну-

ления производной 
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Перемножим правую часть уравнения до полино-

мов алгоритма (19)  
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и получим равенство оптимальной погрешности 
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Результатом решения служит закономерность оп-

тимизации 
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при тождественных условиях (17б) и (18б). 

Шаг i обобщает закономерности предыдущих ите-

раций дифференцирования для i-й степени по алгорит-

му  
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Оптимальную погрешность 
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i  вычислим из произ-
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i  критерия i  (20) относительно переменной 
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т. к. выражения в скобках соответствуют оптимальным 

погрешностям 
*
i  (20) i-го и (i – 1)-го шагов итерации. 

Тождество приводит к равенству  
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а также закономерности оптимизации 
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тождественной условиям (17)–(19) предыдущих итера-

ций. 

Шаг n подобен шагу i при равенстве i = n, система-

тизирует закономерности (n – 1)-х итераций в правила 

оптимизации критерия n : 
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Таблица 3 

 

Степенные критерии 

 

m 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1,01 

ε1 –5,26–2 –4,71–2 –4,17–2 –3,63–2 –3,09–2 –2,56–2 –2,04–2 –1,52–2 –1,01–2 5,03–3 4,98–3 

ε2 2,77–2 2,22–2 1,74–2 1,32–2 9,57–4 6,58–4 4,17–4 2,32–4 1,02–4 2,53–5 2,48–5 

ε3 –1,46–4 –1,05–4 –7,23–5 –4,77–5 –2,96–5 –1,69–5 –8,5–6 –3,53–6 –1,03–6 –1,27–7 1,23–7 

ε4 7,67–6 4,93–6 3,01–6 1,73–6 9,15–7 4,32–7 1,74–7 5,38–8 1,04–8 6,38–10 6,13–10 

ε5 –4,04–7 –2,32–7 –1,26–7 –6,28–8 –2,83–8 –1,11–8 –3,54–9 –8,19–10 –1,05–10 –3,2–12 3,05–12 

ε6 2,13–8 1,1–8 5,23–9 2,28–9 8,75–10 8,42–10 7,23–11 1,25–11 1,06–12 1,61–14 1,52–14 

ε7 –1,12–9 –5,56–10 –2,18–10 –8,26–11 –2,71–11 –7,29–12 –1,74–12 1,9–13 –1,07–14 –8,09–17 7,55–17 

ε8 5,89–11 2,43–11 9,09–12 3–12 8,37–13 1,87–13 3,01–14 2,89–15 1,08–16 4,07–19 3,75–19 

ε9 –3,1–12 –1,15–12 –3,79–13 –1,09–13 –2,59–14 –4,79–15 –6,14–16 –4,41–17 –1,1–18 –2,04–21 1,87–21 

ε10 1,63–13 5,4–14 1,58–14 3,94–15 8,01–16 1,23–16 1,25–17 6,71–19 1,06–20 1,03–23 9,29–24 

 

 

 

Вычисляют оптимальную погрешность 
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т. к. оптимальные оценки 
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1n  соответствуют кри-

терию (21) на n-м и (n – 1)-м шаге. Из тождества синте-

зируют равенство  

 

0
1

1 *
1















n

n

m

m
 

 

и находят закономерность оптимизации 

 

0
1

1
1

*

1



















n

n
m

n
m

m
opt ,                                   (21а) 

 

а также правила тождественности эквивалентам ИКР 
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Следовательно, закономерности оптимизации сте-

пенных критериев тождественны желаемому эквива-

ленту ИКР с нормированным уровнем нулевой меры, 

причем нечетные критерии отражают отрицательный 

знак регулирования, а эффективность степенных оце-

нок повышается за счет увеличения степени погрешно-

сти в адаптивном диапазоне автоматического контроля 

(табл. 3). 

 

ВЫВОДЫ 

 

1. Погрешность пропорциональна диапазону  

П-регулирования при фиксированном коэффициенте 

настройки, а заданная постоянная погрешность регули-

рования достигается при адаптивном диапазоне за счет 

изменения коэффициента настройки по сложной об-

ратно пропорциональной зависимости, что организуют 

субъективно итерационным приближением только 

аппаратным управлением в диалоговом режиме с опе-

ратором, исключающим автоматизацию. 

2. Оптимальная погрешность П-регулирования 

регламентирована фиксированным коэффициентом 

настройки, и при его варьировании относительная по-

грешность оптимального режима также неопределенна 

и при итерационном последовательном приближении 

для середины диапазона составляет до 50 % в адаптив-

ном диапазоне автоматического контроля. 

3. Гибкий коэффициент оптимизации, в отличие 

от фиксированного коэффициента стандартного П-

регулирования, автоматически изменяется в адаптив-

ном диапазоне за счет тождественности произведения 

случайных переменных нормированному эквиваленту 

ИКР, представленному максимальным произведением 

средних арифметических величин адаптивного диапа-

зона автоматического контроля. 

4. СМК тождественен нелинейности с оптимиза-

цией до постоянной нормы единичного уровня с опти-

мальной погрешностью нулевого уровня при опти-

мальной переменной регулирования, тождественной 

единичной мере, причем гибкость нелинейности сим-

метричного регулирования тождественна в пределе 

максимальной точности контроля при нулевой по-

грешности и единичной переменной за счет эквива-

лентности случайного измеряемого сигнала нормируе-

мому значению уставки. 

5. Для предельного значения переменной симмет-

ричного регулирования и оптимального эквивалента 

нелинейности единичного уровня приближается стан-

дартная нелинейность к нулю, что противоречит авто-

матическому регулированию в адаптивном диапазоне 

аналитического контроля. 
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6. Закономерности оптимизации степенных кри-

териев тождественны желаемому эквиваленту ИКР с 

нормированным уровнем нулевой меры, причем нечет-

ные критерии отражают отрицательный знак регулиро-

вания, а эффективность степенных оценок повышается 

за счет увеличения степени погрешности в адаптивном 

диапазоне автоматического контроля. 
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