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Рассматривается периодическая задача для нелинейного объекта, описываемого диф-
ференциальным включением, правая часть которого не является выпуклозначной. В
настоящей работе определяются и исследуются понятия полного и острого набора обоб-
щенных многолистных направляющих функций и правильной многолистной направ-
ляющей функции. Применение теории топологической степени мультиотображений и
указанных методов позволяет установить разрешимость рассматриваемой задачи.

В настоящей работе, следуя идеям [1–3], предлагается использовать метод многолистных
направляющих функций для исследования задачи о существовании периодических решений
дифференциального включения следующего вида:

z′(t) ∈ R(t, z(t)), (1)

в предположение, что R : R × Rn ⊸ Rn является нормальным мультиотображением с
компактными значениями и удовлетворяет условию T -периодичности ( T > 0 ) по первому
аргументу (по поводу терминологии см., например, [4, 5]).

Под решением задачи понимается абсолютно непрерывная функция z : R → Rn, удо-
влетворяющую почти в каждой точке включению (1) и условию периодичности.

Пусть в пространстве Rn(n > 2) выделена двумерная плоскость R2 и дополнительное
к ней подпространство Rn−2 . Пусть q – оператор проектирования на плоскость R2 вдоль
подпространства Rn−2, а p = I − q. Ниже элементы R2 обозначаются через ξ , элементы
Rn−2 – через ζ . Пусть ϕ, ρ – полярные координаты в R2. Рассмотрим многолистную ри-
манову поверхность Π = {(ϕ, ρ) : ϕ ∈ (−∞,∞), ρ ∈ (0,∞)} . Пусть на Π задана скалярная
непрерывно дифференцируемая функция W (ϕ, ρ), для которой

∂W (ϕ, ρ)

∂ϕ
> 0, W (ϕ+ 2π, ρ) = W (ϕ, ρ) + 2π, (ϕ, ρ) ∈ Π. (2)

На подпространстве Rn−2 пусть заданы скалярные непрерывно дифференцируемые
функции

V1(ζ), V2(ζ), ..., Vk(ζ), ζ ∈ Rn−2, k > 1. (3)
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Для заданного r0 > 0 положим

mi = min
‖ζ‖6r0

Vi(ζ), Mi = max
‖ζ‖6r0

Vi(ζ), i = 1, ..., k, M∗ =
k∑

i=1

(|mi| + |Mi|).

Всюду в дальнейшем будем считать, что для функций (3) выполнено условие

∇Vi(ζ) 6= 0 для всех ζ ∈ Rn−2 : ‖ζ‖ > r0, i = 1, ..., k.

Пусть функции (3) удовлетворяют условию

lim
‖ζ‖→∞

[|V1(ζ)| + |V2(ζ)| + ...+ |Vk(ζ)|] = ∞, k > 1. (4)

В силу условия (4) можно найти такое r∗ , что

|V1(ζ)| + |V2(ζ)| + ...+ |Vk(ζ)| > M∗, ζ ∈ Rn−2 : ‖ζ‖ > r∗, k > 1.

Для ρ2 > ρ1 > 0 выделим в Rn область Ω(r∗, ρ1, ρ2) = {z ∈ Rn : ‖pz‖ < r∗,
ρ1 < ‖qz‖ < ρ2} .

Будем предполагать, что на [0, T ] заданы непрерывные функции α(·) и β(·) такие, что
для некоторого ε > 0 и для п.в. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

sup
y∈R(t,z)

(∇W (qz), qy) 6 α(t) − ε, inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

inf
y∈R(t,z)

(∇W (qz), qy) > β(t) + ε. (5)

О п р е д е л е н и е 1. Функции {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , обладающие свойствами (2) и
(4), образуют полный и острый набор обобщенных МВНФ для включения (1) относительно
области Ω(r∗, ρ1, ρ2) , если выполнены следующие условия:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈R(t,z)

|(qy, qz)|
‖qz‖ 6

ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (6)

(∇Vi(pz), py) 6 0 для всех y ∈ R(t, z), ‖pz‖ > r0, ‖qz‖ 6 ρ2, i = 1, ..., k; (7)

2π(N − 1) + ε 6

T∫

0

α(τ)dτ ,

T∫

0

β(τ)dτ 6 2πN − ε, (8)

где N — целое число; α(t), β(t) — функции, удовлетворяющие (5); и для каждого ζ ∈
∈ Rn−2, ‖ζ‖ > r0 множество K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γi∇Vi(ζ), γ1, ..., γk > 0

}
является

конусом.
Для ρ0 = (ρ1 + ρ2)/2 положим G(r∗, ρ0) = {z ∈ Rn : ‖pz‖ < r∗, ‖qz‖ < ρ0} .
Т е о р е м а 1. Пусть для включения (1) можно указать полный и острый набор

{V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} обобщенных МВНФ относительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) . Пусть
топологический индекс на бесконечности ind(V1,∞) функции V1(ζ) отличен от нуля.

Тогда включение (1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение z∗(·) та-
кое, что z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

О п р е д е л е н и е 2. Пару функций {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , обладающих свойствами (2) и (4),
будем называть правильной МВНФ для включения (1) относительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) ,
если, кроме условий (6) и (8), выполнено условие

〈∇V (pz), py〉 6 δ0 ‖∇V (pz)‖ ‖py‖ для всех y ∈ R(t, z),
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где ‖pz‖ > r0, ‖qz‖ 6 ρ2, δ0 < 0, и если существует непрерывно дифференцируемая
функция V1(ζ), удовлетворяющая условиям

lim
‖ζ‖→∞

|V1(ζ)| = ∞ и ‖∇V (ζ)‖ > ‖∇V1(ζ)‖ (‖ζ‖ > r0).

Т е о р е м а 2. Пусть для включения (1) можно указать правильную МВНФ
{V (ζ), W (ϕ, ρ)} относительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) . Пусть топологический индекс на
бесконечности ind(V,∞) функции V (ζ) отличен от нуля.

Тогда включение (1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение z∗(·) та-
кое, что z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].
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Kornev S.V. ON SOME DEVELOPMENTS OF THE METHOD OF MULTIVALENT GUIDING
FUNCTIONS IN THE PERIODIC PROBLEM FOR SOME CLASSES OF DIFFERENTIAL INCLU-
SIONS

We consider the periodic problem for a nonlinear system governed by a differential inclusion with
nonconvex right-hand side. In this paper, the notion of a complete and sharp set of generalized multivalent
guiding functions and regular multivalent guiding function are defined. Application of the topological
degree theory and these methods allows to establish the solvability of the periodic problem.
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