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Рассматриваются признаки устойчивости периодических решений систем дифференци-
альных уравнений, основанные на теории внедиагонально неотрицательных матриц.

1. Системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-
фициентами. Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с постоянны-
ми коэффициентами

ẋi =
n∑

j=1

aijxj , i = 1, 2, ..., n; ẋ = Ax, (1.1)

где x — вектор с вещественными или комплексными компонентами, а A = (aij) есть
произвольная квадратная n×n -матрица с вещественными или комплексными элементами.

Выпишем соответствующие этой матрице характеристический многочлен и характери-
стическое уравнение

Ln(λ) ≡ λn + σ1λ
n−1 + ...+ σn = 0. (1.2)

Напомним, что нулевое решение системы (1.1) устойчиво по Ляпунову, если для любого
ε > 0 можно указать такое δ > 0, что

из ||x(0)|| < δ вытекает ||x(t)|| < ε при 0 6 t < +∞. (1.3)

Если имеет место не только (1.3), но и

||x(t)|| → 0 при t→ +∞, (1.4)

то нулевое решение системы (1.1) называется асимптотически устойчивым по Ляпунову.
Напомним, что многочлен n -й степени с вещественными или комплексными коэффи-

циентами называется гурвицевым, или многочленом Гурвица, если для корней характери-
стического уравнения (1.2) выполнено следующее условие

Re λk < 0, k = 1, 2, ..., n. (1.5)

Матрица называется гурвицевой или матрицей Гурвица, если имеют место (1.5).
Сделаем нововведение (в его пользу говорит приводимая ниже теорема 1.1). Назовём

матрицу ляпуновской, или матрицей Ляпунова, если все её собственные значения
λ1, λ2, ..., λn лежат в открытой левой полуплоскости Re λ < 0 , или на мнимой прямой
Re λ = 0, причём в последнем случае им отвечают только простые элементарные делители:

Re λk < 0 или
Re λk = 0 и этим λk отвечают простые элементарные делители, k = 1, 2, ..., n.

(1.6)

Многочлен n -й степени с вещественными или комплексными коэффициентами назовём
ляпуновским, или многочленом Ляпунова, если имеют место (1.6).
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Т е о р е м а 1. 1. Система (1.1) с постоянными коэффициентами устойчива (в смысле
Ляпунова) тогда и только тогда, когда матрица этой системы ляпуновская.

Нулевое решение системы (1.1) устойчиво по Дирихле [1], если для любого ε > 0 можно
указать такое δ > 0, что

из ||x(0)|| < δ вытекает ||x(t)|| < ε при −∞ < t < +∞. (1.7)

Аналога асимптотической устойчивости (см. (1.4)) здесь нет.
Матрица называется матрицей Дирихле, если все её собственные значения λ1, λ2, ..., λn

лежат на мнимой прямой Re λ = 0, причём им всем отвечают только простые элементарные
делители:

Re λk = 0 и λk отвечают простые элементарные делители, k = 1, 2, ..., n. (1.8)

Многочлен n -й степени с вещественными или комплексными коэффициентами назовём
многочленом Дирихле, если выполнено (1.8).

Т е о р е м а 1. 2. Система (1.1) с постоянными коэффициентами устойчива (в смысле
Дирихле, то есть выполнено (1.7)) тогда и только тогда, когда матрица этой системы
есть матрица Дирихле.

2. Внедиагонально неотрицательные матрицы. Напомним основные определения
и теоремы (см. [2–5]). Вещественная квадратная n × n -матрица C = (cij) называется
внедиагонально положительной, если

cij > 0 при i 6= j, (2.1)

и внедиагонально неотрицательной, если

cij > 0 при i 6= j. (2.2)

Максимум модуля собственных значений вещественной или комплексной квадратной
n× n -матрицы C = (cij) называется её спектральным радиусом:

spr C = max
16i6n

|λi(C)|, (2.3)

где λ1(C), ..., λn(C) — полный набор её собственных значений.
Т е о р е м а 2. 1. Если C — внедиагонально положительная матрица (выполнено

(2.1)), то существуют такое её вещественное собственное значение α и отвечающий
ему собственный вектор h, что: Ch = αh; Re λ < α для любого другого собственного
значения λ матрицы C; h > 0.

Т е о р е м а 2. 2. Если C — внедиагонально неотрицательная (выполнено (2.2)) нераз-
ложимая матрица, то существуют такое вещественное её собственное значение α и
отвечающий ему собственный вектор h, что: Ch = αh; Re λ < α для любого другого
собственного значения λ матрицы C; h > 0, причём вектор h определяется единствен-
ным образом.

Т е о р е м а 2. 3. Если C — произвольная внедиагонально неотрицательная (выпол-
нено (2.2)) матрица, то существуют такое её вещественное собственное значение α и
отвечающий ему собственный вектор h, что: Ch = αh; Re λ 6 α для любого другого
собственного значения λ матрицы C; h > 0, h 6= 0.

Предлагается новый критерий гурвицевости (см. [6] или [7]).
Т е о р е м а 2. 4. Вещественная внедиагонально неотрицательная матрица C =

= (cij) является гурвицевой тогда и только тогда, когда диагональные элементы этой
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матрицы отрицательны c11 < 0, c22 < 0, cnn < 0, а спектральный радиус (см. (2.3))

неотрицательной матрицы Q =




0 − c12
c11

. . . − c1n
c11

− c21
c22

0 . . . − c2n
c22

. . . . . . . . . . . .
− cn1
cnn

− cn2
cnn

. . . 0


 меньше единицы. То есть

выполнено следующее условие:

0 6 Q, spr Q < 1. (2.4)

Для проверки условия (2.4) можно воспользоваться критерием Мецлера–Котелянского

[2, с. 335, упражнение 1]: (I − Q)

(
1 2 . . . p
1 2 . . . p

)
> 0, p = 1, 2, ..., n.

Далее будем дополнительно предполагать, что изучаемая матрица C = (cij) является
матрицей Ляпунова и не только внедиагонально неотрицательна, но и неразложима.

Т е о р е м а 2. 5. Для того чтобы вещественная внедиагонально неотрицательная
матрица C = (cij) была ляпуновской, необходимо, чтобы все главные миноры матрицы
−C были неотрицательны:

(−1)pC

(
i1 i2 . . . ip
i1 i2 . . . ip

)
> 0,

1 6 i1 < i2 < ... < ip 6 n;
p = 1, 2, ..., n.

(2.5)

Если дополнительно предположить, что матрица C является неразложимой, то
условие (2.5) становится не только необходимым, но и достаточным.

Отметим, что близкое утверждение опубликовано в сообщении [8].
Т е о р е м а 2. 6. Вещественная квадратная внедиагонально неотрицательная матрица

C = (cij) является матрицей Дирихле тогда и только тогда, когда она нулевая: C = 0.
3. Основная оценка. Пусть A = (aij) — вещественная или комплексная постоянная

матрица и C = (cij) — вещественная внедиагонально неотрицательная матрица, то есть

cij > 0 при i 6= j. (3.1)

Предположим, что имеют место следующие соотношения

Re aii 6 cii, i = 1, 2, ..., n; |aij | 6 cij при i 6= j. (3.2)

Т е о р е м а 3. 1. Пусть выполнены условия (3.1), (3.2). Тогда справедлива оценка

|etA| 6 etC при 0 6 t < +∞. (3.3)

В оценке (3.3) справа стоит неотрицательная матрица; согласно (3.1), как известно,
etC > 0 при 0 6 t < +∞. Так что оценкa (3.3) корректна.

Отметим, что приводимые признаки удобны тем, что мы располагаем критериями (то
есть необходимыми и достаточными условиями гурвицевости и ляпуновости вещественных
внедиагонально неотрицательных матриц).

Т е о р е м а 3. 2. В условиях теоремы 3.1, если матрица C гурвицева, то и матрица
A гурвицева; если матрица C ляпуновская, то и матрица A ляпуновская. Более того,
в условиях теоремы 3.1 имеет место и следующая оценка

spa A 6 spa C. (3.4)

В условии (3.4) spa A = lim
0<t<+∞

ln ||etA||
t

— спектральная абсцисса матрицы A (мат-

рицы C соответственно).
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4. Линейные системы дифференциальных уравнений с периодическими ко-
эффициентами. Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с перио-
дическими коэффициентами

ẋi =
n∑

j=1

aij(t)xj , i = 1, 2, ..., n; ẋ = A(t)x, (4.1)

где x1, ..., xn – компоненты вектора x из Rn; aij(t) – вещественные измеримые периоди-
ческие с периодом ω > 0 функции: aij(t + ω) = aij(t), A(t + ω) = A(t) суммируемые
на отрезке [0, ω], причём матрица A(t) = (aij(t)) обладает свойством внедиагональной
неотрицательности

aij(t) > 0 при i 6= j. (4.2)

При изучении многих вопросов для системы (4.1) используют обращение к более простой
системе (так называемая усреднённая система)

ξ̇i =
n∑

j=1

cijξj , i = 1, 2, ..., n; ξ̇ = Cξ, (4.3)

где cij = 1
ω

ω∫
0

aij(t)dt, C = 1
ω

ω∫
0

A(t)dt, причём в силу (4.2) имеем cij(t) > 0 при i 6= j.

Как показывает приводимая ниже теорема, асимптотическая устойчивость усреднённой
системы (4.3) с постоянными коэффициентами влечёт за собой асимптотическую устойчи-
вость системы (4.1) с периодическими коэффициентами [9].

Т е о р е м а 4. 1. Если спектральный радиус неотрицательной матрицы

R(ω) =




0 k1ω
1−eωc11 c12 . . . k1ω

1−eωc11 c1n
k2ω

1−eωc22 c21 0 . . . k2ω
1−eωc22 c2n

. . . . . . . . . . . .
knω

1−eωcnn cn1 . . . knω
1−eωcnn cn,n−1 0


 (4.4)

меньше единицы, то система (4.1) асимптотически устойчива.

В формуле (4.4) ki = max
16β−α6ω

e

β∫
α
aii(σ)dσ

, i = 1, 2, ..., n. Ясно, что ki > 1 (в статье [5]

дополнительно предполагалось, что aii(t) 6 0 при i = 1, 2, ..., n; поэтому в ней ki = 1 ).
5. Нелинейные системы дифференциальных уравнений. Рассмотрим систему

нелинейных дифференциальных уравнений

ẋi = fi(t, x1, ..., xn), i = 1, 2, ..., n; ẋ = f(t,x), (5.1)

где t ∈ R – время, x = col (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn и f(t,x) есть вектор с компонентами
f1(t, x1, ..., xn), ..., fn(t, x1, ..., xn). Предположим, что правые части системы (5.1) непрерыв-
ны по t и имеют частные производные первого порядка по всем пространственным пере-
менным (x1, x2, ..., xn); что изучаемая нами система близка к некоторой системе линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами в том смысле, что можно
указать такие вещественные числа cij , ( i, j = 1, 2, ..., n ), для которых справедливы следу-
ющие оценки

∂fi(t, x1, ..., xn)

∂xi
6 cii;

∣∣∣∣
∂fi(t, x1, ..., xn)

∂xj

∣∣∣∣ 6 cij , i 6= j. (5.2)

Вещественная квадратная n × n -матрица C = (cij) является внедиагонально неотрица-
тельной; диагональные элементы этой матрицы могут быть и отрицательными; именно так
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будет обстоять дело, если мы потребуем, чтобы матрица C была гурвицевой. Последнее,
как известно, имеет место тогда и только тогда, когда выполнено неравенство

(−1)k

∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 . . . c1k
c21 c22 . . . c2k
. . . . . . . . . . . .
ck1 ck2 . . . ckk

∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, k = 1, 2, ..., n (5.3)

(критерий Севастьянова–Котелянского [10, с. 371]).

Т е о р е м а 5. 1. Пусть правые части системы (5.1) условиям (5.2) и (5.3). Пусть
f(t,x) является ограниченной по t при всех x . Тогда система (5.1) имеет единственное
ограниченное решение x0(t). Для этого решения справедлива оценка

|x0(t)| 6

t∫

−∞

e(t−s)C|f(s,0)|ds, t ∈ R. (5.4)

Решение x0(t) равномерно асимптотически устойчиво в целом, причём для разности ре-
шений имеет место следующая оценка

|x(t) − y(t)| 6

t∫

−∞

e(t−s)C|x(s) − y(s)|ds, t > s. (5.5)

Если дополнительно известно, что f(t,x) является почти периодической по t, равно-
мерно относительно x из любого ограниченного множества в R, то решение x0(t) почти
периодическое, причём его группа частот включена в группу частот функции F(t) . Если
f(t,x) является периодической по t с периодом ω при любом x из R, то решение x0(t) —
периодическое с тем же самым периодом.

Поясним коротко (подробнее см. [11]), о группе частот какой функции идёт речь в тео-
реме. Пусть r > 0, r ∈ Rn, причём |x0(t)| 6 r на всей прямой R. Обозначим через C
банахово пространство непрерывных отображений шара |x| 6 r в Rm с равномерной нор-
мой. Правая часть f(t,x) порождает функцию F : R → C, если положить F(t)x = f(t,x).
Так как по условию f(t,x) почти периодична по t равномерно относительно |x| 6 r, то
F является почти периодической функцией со значениями в банаховом пространстве C (о
почти периодической функции см. [11], [13]).

В заключение отметим, что требование дифференцируемости в теореме 5.1 может быть
ослаблено и условия (5.2) заменены на

fi(t, x1, ..., xn) − fi(t, y1, ..., yn)

xi − yi
6 cii при xi 6= yi и xj = yj при j 6= i,

|fi(t, x1, ..., xn) − fi(t, y1, ..., yn)| 6
∑

j 6=i
cij |xj − yj | при xi = yi, i = 1, 2, ..., n. (5.6)

Из анализа доказательства теоремы 5.1 вытекает (см. [11]), что высказанные в ней утвер-
ждения имеют место и при меньших ограничениях.

Т е о р е м а 5. 2. Пусть правые части fi(t, x1, ..., xn), i = 1, 2, ..., n, системы (5.1)
заданы при t ∈ R и |x| 6 r, где r – некоторый положительный фиксированный вектор
из Rn, непрерывны по времени t и удовлетворяют условиям (5.6) по пространственным
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переменным x1, ..., xn. Пусть внедиагонально неотрицательная матрица C = (cij) удо-
влетворяет условиям (5.3) Пусть, наконец, выполнено условие

t∫

−∞

e(t−s)C|f(s,0)|ds 6 r, t ∈ R. (5.7)

Тогда существует единственное ограниченное решение x0(t) системы (5.1), лежащее
в шаре |x| 6 r ( r из условия (5.7)). Для этого решения справедлива оценка (5.4). Реше-
ние x0(t) равномерно асимптотически устойчиво, и для разности решений имеет место
оценка (5.5).

Если f(t,x) почти периодична по t, равномерно относительно x, |x| 6 r, то решение
x0(t) почти периодично, причём его группа частот включена в группу частот правой
части системы (5.1). Если f(t,x) периодична по t с периодом ω > 0 при |x| 6 r, то
решение x0(t) – периодическое с тем же самым периодом.

6. Нелинейные системы дифференциальных уравнений с периодическими
коэффициентами. Рассмотрим системы (для начала вещественные) нелинейных диффе-
ренциальных уравнений с периодическими коэффициентами

ẋi = fi(t, x1, ..., xn), i = 1, 2, ..., n; ẋ = f(t,x), (6.1)

где правые части периодичны по t с периодом ω > 0 :

fi(t+ ω, x1, ..., xn) = fi(t, x1, ..., xn), i = 1, 2, ..., n, (6.2)

и удовлетворяют условиям Каратеодори. Предположим ещё, что частные производные по
пространственным переменным ∂fi(t, x1, ..., xn)/∂xj существуют и удовлетворяют услови-
ям Каратеодори.

Т е о р е м а 6. 1. Пусть выполнены условия

∂fi(t, x1, ..., xn)

∂xi
6 aii(t), i = 1, 2, ..., n,

∣∣∣∣
∂fi(t, x1, ..., xn)

∂xj

∣∣∣∣ 6 aij(t), i 6= j,
(6.3)

где вещественные функции aij(t) являются измеримыми ω -периодическими:

aij(t+ ω) = aij(t), (6.4)

суммируемыми на отрезке [0, ω], причём, как это следует из (6.3), матричная функция
A(t) = (aij(t)) является внедиагонально неотрицательной.

Тогда система нелинейных дифференциальных уравнений (6.1) имеет единственное ω -
периодическое решение x0(t), и это решение асимптотически устойчиво по Ляпунову.
Более того, справедлива оценка

|x(t) − y(t)| 6 U(t)U−1(s)|x(0) − y(0)| при t > s, (6.5)

где в (6.5) U(t) есть матрицант линейной системы ż = A(t)z, удовлетворяющий всем
требованиям теоремы об асимптотической устойчивости; x(t) и y(t) есть любые два
решения системы (6.1).

Ранее эта теорема была опубликована в работе [7] при дополнительном предположении,
что мажорирующая система есть система с постоянными коэффициентами, то есть типа
систем линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.
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Условия теоремы 6.1 могут быть несколько ослаблены. Предположим, что

fi(t, x1, ..., xn) − fi(t, y1, ..., yn)

xi − yi
6 aii(t), i = 1, 2, ..., n, при xi 6= yi и xj = yj при j 6= i,

|fi(t, x1, ..., xn) − fi(t, y1, ..., yn)| 6
∑

j 6=i
aij(t)|xj − yj | при xi = yi, i = 1, ..., n, (6.6)

где (aij(t)) удовлетворяют ранее сделанным предположениям (6.4). Тогда в формулировке
теоремы 6.1 условие (6.3) можно заменить на условие (6.6). Некоторые теоремы такого типа
указаны в работе [12, с. 327–333].

Завершим наше изложение рассмотрением комплексных систем нелинейных дифферен-
циальных уравнений

żi = fi(t, z1, ..., zn), i = 1, 2, ..., n; ż = f(t, z), (6.7)

где правые части периодичны по времени t с периодом ω > 0 : fi(t+ ω, z1, ..., zn) =
= fi(t, z1, ..., zn), i = 1, 2, ..., n, и удовлетворяют условиям Каратеодори (аналог (6.2)).

Т е о р е м а 6. 2. Пусть выполнены условия

Re
fi(t, z1, ..., zn) − fi(t, ζ1, ..., ζn)

zi − ζi
6 cii(t) при zi 6= ζi и zj = ζj для j 6= i,

|fi(t, z1, ..., zn) − fi(t, ζ1, ..., ζn)| 6
∑

j 6=i
cij(t) |zj − ζj | при zi = ζi, i = 1, ...n, (6.8)

где в (6.8) C(t) = (cij(t)) – вещественная, измеримая ω -периодическая суммируемая на
отрезке [0, ω] матричная функция, обладающая свойством неотрицательности. И самое
главное, система ż = C(t)z (вещественная) асимптотически устойчивая.

Тогда система нелинейных дифференциальных уравнений (6.7) имеет единственное ω -
периодическое решение z0(t), и это решение асимптотически устойчиво по Ляпунову.
Более того, справедлива оценка

|z(t) − ζ(t)| 6 U(t)U−1(s) |z(0) − ζ(0)| при t > s, (6.11)

где в (6.11) U(t) есть матрицант системы ζ̇ = C(t)ζ (вещественной) z(t) и ζ(t) —
любые два решения нелинейной системы (6.7).
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