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The stable with respect to the errors in the initial data sequential Lagrange principle and Pontryagin
maximum principle in a optimal control problem are considered. The target functional for this problem
isstrictly uniformly convex, the control is distributed, the phase constraints are pointwised for a parabolic
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ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМОЙ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПРИ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ

c© И.В. Гребенникова, А.Г. Кремлев

Ключевые слова: сингулярно возмущенная система с запаздыванием; оптимальное
управление; фундаментальная матрица.
Рассматривается задача управления по минимаксному критерию для сингулярно воз-
мущенной системы с запаздыванием при интегральных квадратичных ограничениях на
ресурсы управления. Предлагается процедура построения управляющего воздействия,
аппроксимирующего оптимальное решение с заданной степенью точности относительно
малого положительного параметра.

Рассматривается управляемая сингулярно возмущенная система с запаздыванием h > 0
(по состоянию):

dx(t)/dt = A11(t)x(t) +A12(t)y(t) +G1(t)x(t− h) +B1(t, µ)u(t),
µdy(t)/dt = A21(t)x(t) +A22(t)y(t) +G2(t)x(t− h) +B2(t, µ)u(t),

(1)

где t ∈ T = [t0, t1]; x ∈ Rn, y ∈ Rm; u ∈ Rr — управление. Начальное состояние систе-
мы (1) x(t) = ψ(t), t0 − h 6 t < t0, x(t0) = x0, y(t0) = y0 точно неизвестно и заданы лишь
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ограничения x0 ∈ X0, y0 ∈ Y0 , где X0, Y0 — выпуклые компакты в соответствующих
пространствах, ψ(t) ∈ Ψ(t), t0 − h 6 t < t0, Ψ(t) — заданное многозначное отображение со
значениями в виде выпуклых компактов, непрерывное по t в метрике Хаусдорфа. Управ-
ление u(t) , t ∈ T — измеримые по Лебегу функции, удовлетворяющие условию u(·) ∈ P ,
P — слабо компактное выпуклое множество в Lr2(T ) . В данном случае

P =



u(·) |

t1∫

t0

u′(t)R(t)u(t)dt 6 λ2



 , λ = const > 0, (2)

R(t) — симметричная, положительно определенная матрица с непрерывными элементами;
штрих — знак транспонирования.

Рассматривается минимаксная задача управления [1]: среди управлений u(·) ∈ P найти
оптимальное u0 = u0(·) , доставляющее

ε0(t1, µ) = J(u0) = min
u(·)∈P

J
(
u(·)

)
, (3)

J
(
u(·)

)
= max

z0∈Z0

max
ψ(·)∈Ψ(·)

ϕ
(
z
(
t1;u(·), z0, ψ(·)

))
,

где ϕ(·) заданная выпуклая функция (с конечными значениями); z′ = (x′, y′),
z
(
t, u(·), z0, ψ(·)

)
, t ∈ T — решение системы (1), исходящее из Z0 = X0×Y0 при некотором

ψ(·) ∈ Ψ(·) и фиксированном u(·) ∈ P . Выполнено условие экспоненциальной устойчивости
для подсистемы быстрых переменных.

Запишем систему (1) в виде:

dz(t)/dt = A(t, µ)z(t) +G(t, µ)z(t− h) +B(t, µ)u(t),

где матрицы A(t, µ), B(t, µ), G(t, µ) имеют следующий блочный вид:

A(t, µ) =

(
A11(t) A12(t)
A21(t)/µ A22(t)/µ

)
, B(t, µ) =

(
B1(t, µ)
B2(t, µ)/µ

)
, G(t, µ) =

(
G1(t) 0
G2(t)/µ 0

)
.

Пусть Z[t, τ ] есть фундаментальная матрица решений системы (1) (при u ≡ 0 ), причем
Z[τ, τ ] = E, Z[t, τ ] = 0 при τ > t . Матрицу Z[t, τ ] представим в следующем блочном виде:

Z[t, τ ] =

(
Z11[t, τ ] Z12[t, τ ]
Z21[t, τ ] Z22[t, τ ]

)
,

здесь Z11[t, τ ] , Z12[t, τ ] , Z21[t, τ ] , Z22[t, τ ] — матрицы с размерами соответственно n× n,
n×m, m× n, m×m.

Для реализации итерационной процедуры [2] построения оптимального решения зада-
чи (3) важно правильно выбрать начальную асимптотику [3]. Аппроксимация оптималь-
ного решения при ограничениях (2) существенно зависит [2] от вида разложения матри-
цы B2(t, µ) по параметру µ (0 < µ 6 µ0) .

Проведем исследование для случая B1(t, µ) = B1(t), B2(t, µ) =
√
µB2(t) .

В основе предлагаемого метода лежат идеи выделения асимптотики ансамбля траек-
торий сингулярно возмущенной системы [4] и представления фундаментальной матрицы
решений, разбитой на блоки в соответствии с размерностями быстрых и медленных пре-
менных, в виде равномерно сходящейся последовательности [3].

В [3] приведены рекуррентные формулы для вычисления блоков Z
(k)
ij [t, τ ] (i, j = 1, 2), k =

= 0, 1, 2, . . . , определяющих асимптотику матрицы Z[t, τ ] относительно малого параметра
µ > 0 :
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Z
(k+1)
11 [t, τ ] = X[t, τ ] −

t∫
τ

(
dZ

(0)
12 [t, s]/ds

)
A−1

22 (s)
(
A21(s)Z

(k)
11 [s, τ ] +G2(s)Z

(k)
11 [s− h, τ ]

)
ds;

Z
(k+1)
22 [t, τ ] = Y [t, τ ] +

t∫
τ
Z

(k)
21 [t, s]A12(s)Y [s, τ ]ds;

Z
(k)
12 [t, τ ] =

t∫
τ
Z

(k)
11 [t, s]A12(s)Y [s, τ ]ds;

Z
(k)
21 [t, τ ] = (1/µ)

t∫
τ
Y [t, s]

(
A21(s)Z

(k)
11 [s, τ ] +G2(s)Z

(k)
11 [s− h, τ ]

)
ds;

причем Z
(0)
11 [t, τ ] = X[t, τ ], Z

(0)
22 [t, τ ] = Y [t, τ ],

где X[t, τ ] — фундаментальная матрица решений вырожденной системы (система (1) при
µ = 0 ), X[τ, τ ] = E , X[t, τ ] = 0 при τ > t ,
Y [t, τ ] — фундаментальная матрица решений системы µdy/dt = A22(t)y , Y [τ, τ ] = E.

Вычисляя в соответствии с [2], при 0 < µ 6 µ0 , µ0 достаточно мало, имеем:

ε0(t1) = ε(k)(t1) +O(µk+1),

ε(k)(t1) = max{χ(k)(p, q) | p ∈ Rn, q ∈ Rm} = χ(k)(p(k), q(k)), (4)

χ(k)(p, q) = −h∗∗(k)(p, q) − λ
(
σk(p, q)

)1/2
, k = 0, 1, 2, ... ;

h(k)(p, q) = ϕ∗(p, q) − ρ
[
p′Z(k)

11 [t1, t0] + q′Z(k)
21 [t1, t0] | X0

]
−

−ρ
[
p′Z(k)

12 [t1, t0] + q′Z(k)
22 [t1, t0] | Y0

]
−

t0+h∫
t0

ρ
(
r
(k)
h (τ, t1, p, q)|Ψ(τ − h)

)
dτ,

σk(p, q) =
t1−α0(µ)∫

t0

r
(k)
1 (τ, t1, p, q;µ)R−1(τ)r

(k)′

1 (τ, t1, p, q;µ)dτ+

+
α0(µ)/µ∫

0

r
(k)
2 (s, t1, p, q;µ)R−1(t1 − µs)r

(k)′

2 (s, t1, p, q;µ)ds,

где α0(µ) > 0 : α0 → 0, α0(µ)/µ → +∞ при µ → +0 ; функции r
(k)

i (τ, t1, p, q;µ), i = 1, 2 ,
определяются следующим образом:
при t0 6 τ 6 t 6 t1 − α0(µ),

r
(k)

1 (τ, t1, p, q;µ) = (p′Z(k)
11 [t1, τ ] + q′Z(k)

21 [t1, τ ])B0(τ, µ) + (1/
√
µ)q′Y [t1, τ ]B2(τ)−

−√
µ d
dτ

[
p′Z(k−1)

12 [t1, τ ] + (1/µ)
t1∫
τ
q′Y [t1, σ]A21(σ)Z

(k−1)
12 [σ, τ ]dσ

]
A−1

22 (τ)B2(τ),

при 0 6 s < α0(µ)/µ,

r
(k)
2 (s, t1, p, q;µ) =

√
µr

(k)
1 (t1 − µs, t1, p, q;µ),

B0(τ, µ) = B1(τ) −√
µA12(τ)A

−1
22 (τ)B2(τ),

r
(k)
h (τ, t, p, q) =

(
p′Z(k)

11 [t, τ ] + q′Z(k)
21 [t, τ ]

)
G0(τ)−

− d
dτ

(
p′Z(k−1)

12 [t, τ ] + (1/µ)
t0+h∫
τ

q′Y [t, s]A21(s)Z
(k−1)
12 [s, τ ]ds

)
A−1

22 (τ)G2(τ),

G0(τ) = G1(τ) −A12(τ)A
−1
22 (τ)G2(τ);

ϕ∗(p, q) — функция, сопряженная к ϕ(p, q) ; h∗∗(p, q) = (co h)(p, q) — замыкание выпуклой
оболочки функции h(p, q) ; ρ(q|X) — опорная функция множества X на элементе q .

Рассмотрим управляющее воздействие u
(k)
µ

(
·
)
:

u(k)
µ

(
τ
)

=

{
u(k)

(
τ
)
, t0 6 τ 6 t1 − α0(µ),

(1/
√
µ)v(k)

(
(t1 − τ)/µ

)
, t1 − α0(µ) < τ 6 t1,

u(k)(·), v(k)(·) определяются условиями:
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при τ ∈ [t0, t1 − α0(µ)],

u(k)(τ) = −λR−1(τ)r
(k)
1 (τ, t1, p

(k), q(k))
(
σk(p

(k), q(k))
)−1/2

;

при s ∈ [0, α0(µ)/µ],

v(k)(s) = −λR−1(t1 − µs)r
(k)
2 (s, t1, p

(k), q(k))
(
σk(p

(k), q(k))
)−1/2

.

Т е о р е м а. Пусть выполнены следующие условия:
1. Вырожденная система — система (1) при µ = 0 , относительно управляема [5] на T ;
2. Для любого t ∈ T rank{B2(t1, µ), A22(t1)B2(t1, µ), ..., Am−1

22 (t1)B2(t1, µ)} = m;
3. Максимум в (4) достигается на векторе ( l(k))′ = (p(k)′ , q(k)

′

) таком, что

r
(k)
1 (τ, t1, p

(k), q(k)) 6= 0, q(k) 6= 0 .
Тогда задача (3) разрешима, причем при 0 < µ 6 µ0 , µ0 достаточно мало, управляющее

воздействие u
(k)
µ (·) доставляет оценку

ε0(t1) = J
(
u0(·)

)
= J

(
u(k)
µ (·)

)
+O(µk+1).
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Grebennikova I.V., Kremlev A.G. CONSTRUCTION OF OPTIMAL CONTROL FOR SINGULARLY
PERTURBED SYSTEM WITH DELAY WITH INTEGRAL CONSTRAINTS

The problem of control for the singularly perturbed delay system with integral quadratic constraints
on the control resources with the minimax criterion is considered. Procedure of constructing control
response that approximates the optimal solution with given accuracy with respect to a small positive
parameter is proposed.

Key words: singularly perturbed system with delay; optimal control; fundamental matrix.
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