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Получены новые достаточные условия равномерной глобальной асимптотической ста-
билизации нулевого решения билинейной неоднородной периодической системы с устой-
чивой свободной динамикой, замкнутой обратной связью по состоянию.

В работе продолжаются исследования, проведенные в [1–5]. Рассмотрим билинейную
управляемую систему с периодическими коэффициентами

ẋ = A(t)x+
(
B(t, x) +G(t)

)
u. (1)

Здесь t ∈ I = (ζ,+∞) , x ∈ Rn , u ∈ Rr . Предполагаем, что B(t, x) = [B1(t)x, . . . , Br(t)x] ∈
∈ Mn,r , A,Bk ∈ Cα(I,Mn) , G(t) = [G1(t), . . . , Gr(t)] ∈ Mn,r , Gk ∈ Cα(I,Rn) , α > 0 ,
A(t+ω) ≡ A(t) , Bk(t+ω) ≡ Bk(t) , G(t+ω) ≡ G(t) , t ∈ I , k = 1, r , ω > 0 ; здесь Mn,r —
пространство вещественных n× r -матриц, Mn := Mn,n . Обозначим через X(t, s) матрицу
Коши свободной системы

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn. (2)

Для произвольной матрицы P (t) ∈Mn определим операторы WAP (t) и SAP (t) равенства-
ми WAP (t) := AT (t)P (t)+P (t)A(t)+Ṗ (t), SAP (t) := P (t)A(t)−A(t)P (t)+Ṗ (t). Полагаем
по определению W 0

AP := P , W i
AP := WA(W i−1

A P ) , S0
AP := P , SiAP := SA(Si−1

A P ) , i ∈
∈ N . Для произвольной матрицы P (t) ∈ Mn,m , m > 1 , определим операторы NAP (t) и
KAP (t) равенствами NAP (t) := Ṗ (t) + AT (t)P (t), KAP (t) := Ṗ (t) − A(t)P (t). Полагаем
по определению N0

AP := P , N i
AP := NA(N i−1

A P ) , K0
AP := P , Ki

AP := KA(Ki−1
A P ) , i ∈ N .

Пусть существует матрица Q ∈ Cκ(I,Mn) , κ > 1 , такая, что выполнены условия

Q(t+ ω) = Q(t), Q(t) = QT (t) > 0, WAQ(t) 6 0, t ∈ I. (3)

Положим µ = min{α+ 1,κ}, ρ = min{α,κ}, σ = α, 0 6 ν 6 α, φ(ν) = min{α− ν,κ}.
Выпишем следующие тождества

xT0X
T (t, t0)(WAQ)(t)X(t, t0)x0 ≡ 0, t > t0, (4)

xT0X
T (t, t0)(W

j
AQ)(t)X(t, t0)x0 ≡ 0, t > t0, j = 1, µ, (5)

xT0X
T (t, t0)Q(t)Bk(t)X(t, t0)x0 + xT0X

T (t, t0)Q(t)Gk(t) ≡ 0, t > t0, k = 1, r, (6)

xT0X
T (t, t0)W

j
A

(
Q(t)Bk(t)

)
X(t, t0)x0 + xT0X

T (t, t0)N
j
A

(
Q(t)Gk(t)

)
≡ 0,

t > t0, k = 1, r, j = 0, ρ,
(7)

xT0X
T (t, t0)Q(t)(SiABk)(t)X(t, t0)x0 + xT0X

T (t, t0)Q(t)(Ki
AGk)(t) ≡ 0,

t > t0, k = 1, r, i = 0, α,
(8)
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xT0X
T (t, t0)W

j
A

(
Q(t)(SiABk)(t)

)
X(t, t0)x0 + xT0X

T (t, t0)N
j
A

(
Q(t)(Ki

AGk)(t)
)
≡ 0,

t > t0, k = 1, r, i = 0, ν, j = 0, φ(ν), ν = 0, α.
(9)

Построим управление в системе (1) в виде

û(t, x) = −2
(
B(t)x+G(t)

)T
Q(t)x . (10)

Т е о р е м а 1. Пусть существует матрица Q ∈ Cκ(I,Mn), κ > 1, удовлетворяющая
условиям (3), такая, что для некоторого t0 ∈ I выполнено любое из следующих условий:

(A) тождества (4) , (6) выполнены, только если x0 = 0;
(B) тождества (5) , (7) выполнены, только если x0 = 0;
(C) тождества (5) , (8) выполнены, только если x0 = 0;
(D) тождества (4) , (8) выполнены, только если x0 = 0;
(E) тождества (5) , (9) выполнены, только если x0 = 0.

Тогда управление (10) равномерно глобально асимптотически стабилизирует нулевое ре-
шение системы (1).

Для однородной периодической системы (1) с матрицей G(t) = 0 аналогичные утвер-
ждения были получены при некоторых дополнительных предположениях в [1, теорема 6]
(с A(t) ≡ A ), [2, теорема 9], [3, теоремы 2, 3], [4, теоремы 5, 6], [5, теоремы 8, 9]. Теорема 1
обобщает и уточняет результаты в [1–5].

Далее, построим подпространства

∆̃(t, x) = span {A(t)x, (SiABk)(t)x+ (Ki
AGk)(t), k = 1, r, i = 0, α},

Γ̃(t, x) = span {(SiABk)(t)x+ (Ki
AGk)(t), k = 1, r, i = 0, α}.

Т е о р е м а 2. 1. Пусть существует матрица Q ∈ Cκ(I,Mn), κ > 1, удовлетворя-
ющая условиям (3), и выполнено следующее условие:

(F ) ∃ s ∈ I ∀x 6= 0 dim Γ̃(s, x) = n.
Тогда управление (10) равномерно глобально асимптотически стабилизирует нулевое ре-
шение системы (1).

2. Пусть существует стационарная матрица Q ∈ Mn, удовлетворяющая условиям
(3), и выполнено следующее условие:

(G) ∃ s ∈ I ∀x 6= 0 dim ∆̃(s, x) = n.
Тогда управление (10) равномерно глобально асимптотически стабилизирует нулевое ре-
шение системы (1).

З а м е ч а н и е 1. Матрица Q(t) ≡ Q, удовлетворяющая условиям (3), существует, к
примеру, тогда, когда матрица A(t) кососимметрическая или постоянная. В первом случае
можно взять Q = I, во втором — матрицу Q можно построить по лемме 2 [1].

Далее, для периодических систем имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а 3. Следующие утверждения эквивалентны.
(1) Система (2) устойчива.
(2) Существует матрица Q ∈ Cκ(I,Mn), κ = α+1 , удовлетворяющая условиям (3).
Импликация (2) ⇒ (1) — это теорема Ляпунова. Доказательство импликации (1) ⇒ (2)

приводится, например, в [3, теорема 6]. Матрица Q(t) находится конструктивно по матрице
Коши системы (2). Таким образом, из теорем 1, 2, 3 вытекают следствия. Построим числа

µ = α+ 1, ρ = α, φ(ν) = α− ν. (11)

С л е д с т в и е 1. Пусть система (2) устойчива, выполнены равенства (11), и для
некоторого t0 ∈ I выполнено какое-либо из условий от (A) до (E), где матрица Q(t)
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построена по теореме 3. Тогда управление (10) равномерно глобально асимптотически
стабилизирует нулевое решение системы (1).

Следствие 1 вытекает из теорем 1 и 3.
С л е д с т в и е 2. Пусть система (2) устойчива, и выполнено условие (F ). Тогда

управление (10) равномерно глобально асимптотически стабилизирует нулевое решение
системы (1); здесь Q(t) — некоторая матрица, удовлетворяющая условиям (3).

Следствие 2 вытекает из теорем 2 и 3.
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