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ВЫРОЖДЕННАЯ ЛИНЕЙНО-КВАДРАТИЧНАЯ ЗАДАЧА
ОПТИМИЗАЦИИ ДЛЯ СИСТЕМ С ЛИНЕЙНЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

c© И.Ю. Андреева, А.Н. Сесекин
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Рассматривается вырожденная линейно-квадратичная задача оптимизации на траек-
ториях линейной неавтономной системы дифференциальных уравнений с линейным
запаздыванием. При определенных предположениях решение данной задачи существу-
ет в классе импульсных управлений. Построено оптимальное программное управле-
ние, решающее эту задачу, которое содержит импульсные составляющие в начальный
и конечный моменты времени, внутри промежутка управления управление является
гладкой функцией.

Введение. Рассматриваемая задача принадлежит к классу вырожденных линейно-
квадратичных задач оптимизации. Такие задачи имеют важное прикладное значение [1].
Для вырожденных линейно-квадратичных задач характерно то, что в классе измеримых
управлений такие задачи решения не имеют [2-4]. В такой ситуации для обеспечения суще-
ствования оптимального управления приходится расширять множество допустимых управ-
лений, допуская импульсные управления. В работе рассматривается вырожденная линейно-
квадратичная задача для системы с линейным запаздыванием. Такие системы встречаются
при описании движения токоприемника у транспортных средств с электрической тягой, в
биологии, вейвлет-теории и др. Аналогичная задача для случая постоянной матрицы B
рассматривалась в [5]. Помимо того, что в настоящей работе рассматривается случай пе-
ременной матрицы B, результаты получены не сведением исходной задачи с переменным
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запаздыванием с помощью замены времени к задаче с постоянным запаздыванием (см. [6]),
а построением некоторой вспомогательной регулярной задачи с линейным запаздыванием
с последующим применение к ней метода динамического программирования.

Постановка задачи. Рассмотрим линейную управляемую систему с линейным запаз-
дыванием

ẋ(t) = A(t)x(t) +Aµ(t)x(µt) +

∫ 1

µ
G(t, s)x(st) ds+B(t)v̇(t) (1)

и с начальным условием

x(t) = ϕ(t), t ∈ [µt0, t0].

Здесь A(t), Aµ(t), B(t) — матрицы соответственно размерностей n×n, n×n, n×m, причем
компоненты двух первых матриц — непрерывные функции, а компоненты матрицы B(t) —
непрерывно дифференцируемые функции, x ∈ Rn, ϕ ∈ Rn, v ∈ Rm, 0 < µ < 1, t0 >
0 . Для определенности будем полагать, что v(t0) = 0. Рассмотрим задачу минимизации
функционала

J [v(·)] = xT (tf )Sx(tf )+

tf∫

t0

[
xT (t)Φ0(t)x(t)+x

T (t)

1∫

µ

Φ1(t, θ)x(θt)dθ+

1∫

µ

xT (θt)ΦT
1 (t, θ)dθ x(t)+

+

1∫

µ

xT (st)Φ2(t, s)x(st)ds+

1∫

µ

1∫

µ

xT (θt)Φ3(t, θ, ρ)x(ρt)dθdρ+ xT (µt)Φ4(t)x(µt)
]
dt, (2)

вдоль траекторий системы (1). В (2) S, Φ0(t), Φ2(t, s), Φ4(t) — симметричные матрицы,
Φ0(t), Φ1(t, θ), Φ2(t, s), Φ3(t, θ, ρ), Φ4(t) — непрерывные матрицы-функции своих аргумен-
тов, размерность этих матриц — n× n.

Формулировка результата.
Т е о р е м а 1. Пусть

1) detH(t) = det
(
BT (t)Φ0(t)B(t) + 1

tP6(t, 1)
)
6= 0 при t ∈ [t0, tf ],

2) матрица ( 1
1−µΦ0(t) Φ1(t, θ)

ΦT
1 (t, θ) Φ2(t, θ)

)

неотрицательно определенная при θ ∈ [µ, t0], t ∈ [t0, tf ],
3) матрица Φ3(t, ξ, ρ) представима в виде

Φ3(t, θ, ρ) = Φ̃3(t, θ) Φ̃3(t, ρ),

4) матрица Φ4(t) неотрицательно определенная,
5) матрицы P (t), P1(t, θ1), P2(t, θ, θ1), P3(t, θ1, θ2) = P T3 (t, θ2, θ1), P4(t, s) = P T4 (t, s),

P5(t, p), P6(t, r), Q(t, θ), R(t, θ, ρ) = RT (t, ρ, θ) удовлетворяют системе уравнений

dP (t)

dt
+AT (t)P (t) + P (t)A(t) +

1

t
(P2(t, 1) + P T2 (t, 1) + P4(t, 1)) + Φ0(t) = F T0 (t)H−1(t)F0(t),

( ∂
∂t

− σ

t

∂

∂σ

)
P1(t, σ) +AT (t)P1(t, σ) + P (t)G(t, σ)B(σt) − 1

t
P1(t, σ) +

1

t
Q(t, 1, σ)+

+Φ1(t, σ)B(σt) = F T0 (t)H−1(t)F2(t, σ),
( ∂
∂t

− σ

t

∂

∂σ

)
P2(t, σ) +AT (t)P2(t, σ) + P (t)G(t, σ) − 1

t
P2(t, σ) +

1

t
R(t, 1, σ)+
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+Φ1(t, σ) = F T0 (t)H−1(t)F1(t, σ),
( ∂
∂t

− ξ

t

∂

∂ξ
− σ

t

∂

∂σ

)
R(t, ξ, σ) + Φ3(t, ξ, σ) +GT (t, ξ)P2(t, σ) + P T2 (t, ξ)G(t, σ)−

−2

t
R(t, ξ, σ) = F T1 (t, ξ)H−1(t)F1(t, σ),

( ∂
∂t

− ξ

t

∂

∂ξ
− σ

t

∂

∂σ

)
Q(t, ξ, σ) + P3(t, ξ, σ)B(σt) +GT (t, ξ)P1(t, σ)+

+P T2 (t, ξ)G(t, σ)B(σt) − 2

t
Q(t, ξ, σ) = F T1 (t, ξ)(H−1(t))F2(t, σ),

( ∂
∂t

− ξ

t

∂

∂ξ
− σ

t

∂

∂σ

)
P3(t, ξ, σ) +BT (ξt)P3(t, ξ, σ)B(σt) +BT (ξt)GT (t, ξ)P1(t, σ)+

+P T1 (t, ξ)G(t, σ)B(σt) − 2

t
P3(t, ξ, σ) = F T2 (t, ξ)H−1(t)F2(t, σ),

( ∂
∂t

− ξ

t

∂

∂ξ

)
P4(t, ξ) + Φ2(t, ξ) −

1

t
P4(t, ξ) = 0,

( ∂
∂t

− ξ

t

∂

∂ξ

)
P5(t, ξ) + Φ2(t, ξ)B(ξt) − 1

t
P5(t, ξ) = 0,

( ∂
∂t

− ξ

t

∂

∂ξ

)
P6(t, ξ) +BT (ξt)Φ2(t, ξ)B(ξt) − 1

t
P6(t, ξ) = 0

с граничными условиями

P (tf ) = N, P (t)Aµ(t)B(µt) =
µ

t
P1(t, µ), Φ4(t)B(µt) =

µ

t
P5(t, µ), P (t)Aµ(t) =

µ

t
P2(t, µ),

Φ4(t) =
µ

t
P4(t, µ), BT (µt)Φ4(t)B(µt) =

µ

t
P6(t, µ),

P T1 (t, σ)Aµ(t)B(µt) +BT (µt)ATµ (t)P1(t, σ) =
µ

t
(P3(t, µ, σ) + P T3 (t, µ, σ)),

P T2 (t, σ) +Aµ(t)A
T
µ (t)P2(t, σ) =

µ

t
(R(t, µ, σ) +RT (t, µ, σ)),

ATµ (t)P1(t, σ) =
µ

t
Q(t, µ, σ), BT (µ)ATµ (t)P2(t, σ) =

µ

t
QT (t, µ, σ).

Тогда оптимальное управление, решающее задачу (1) , (2) имеет вид

v̇(t) = ∆v(t0, ϕ(·)) δ(t− t0) + v̇r(t) + ∆v(tf , x(tf − 0)) δ(t− tf ).

Интенсивности начального и конечного импульсов вычисляются по следующим форму-
лам:

∆v(t0, ϕ(·)) = W0(t0)ϕ(t0) +

1∫

µ

W1(t0, σ)ϕ(t0 + σt) dσ,

∆v(tf , x(tf − 0)) = −
(
BTSB

)−
BTSx(tf − 0) +

(
E −

(
BTSB

)−
BTSB

)
p,

где U− есть полуобратная матрица матрицы U, p – произвольный m -мерный вектор.
Регулярная составляющая программного оптимального управления v̇r(t) определяется
выражением

v̇r(t) =
[dW0(t)

dt
+W0(t)A(t) +W1(t, 1)

1

t

]
x(t) +

[
W0(t)Aµ(t) −W1(t, µ)

µ

t

]
x(µt)−
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−
[dW0(t)

dt
B(t) +W1(t, µ)

1

t
B(t) −W2(t, 1)

1

t
+W0B(t)

]
vr(t))+

+
[
W1(t, µ)

µ

t
B(µt) −W2(t, µ)

µ

t

]
vr(µt)+

+

∫ 1

µ

[
W0(t)G(t, s) +

∂W1(t, s)

∂t
−W1(t, s) − s

∂W1(t, s)

∂s

]
x(st) ds+

+

∫ 1

µ

[∂W2(t, s)

∂t
−∂W1(t, s)

∂t
B(st)−

(
W1(t, s)+s

∂W1(t, s)

∂s
+W2(t, s)+s

∂W2(t, s)

∂s

)]
v(st) ds, (3)

где

W0(t) = −H−1(t)F0(t), W1(t, σ) = −H−1(t)F1(t, σ), W2(t, σ) = −H−1(t)F2(t, σ),

H(t) = BT (t)Φ0(t)B(t) +
1

t
P6(t, 1),

F0(t) = BT (t)Φ0(t) +BT
1 (t)P (t) +

1

t
(P T1 (t, 1) + P T5 (t, 1)),

F1(t, σ) = BT (t)Φ1(t, σ) +BT
1 (t)P2(t, σ) +

1

t
QT (t, 1, σ),

F2(t, σ) = BT (t)Φ1(t, σ)B(σt) +BT
1 (t)P1(t, σ) +

1

t
(P3(t, 1, σ) + P T3 (t, 1, σ)).

З а м е ч а н и е 1. Построенное программное управление получается в результате
совместного решения системы уравнений (1) и (3).
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Andreeva I.Yu., Sesekin A.N. SINGULAR LINEAR-QUADRATIC OPTIMIZATION PROBLEM
FOR SYSTEMS WITH LINEAR DELAY

We consider singular linear-quadratic optimization problem on the trajectories of the linear non-
autonomous systems with linear delay. Under certain assumptions, the solution of this problem exists
in the class of impulse controls. We have built the optimal program control that resheet this problem.
Optimal control contains impulse components at the initial and final moments and inside the interval of
control it is a smooth function.

Key words: singular linear-quadratic problems; linear delay.
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УДК 517.958

О ВНУТРЕННЕЙ РЕГУЛЯРНОСТИ РЕШЕНИЙ
ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЗАХАРОВА–КУЗНЕЦОВА

c© А.П. Антонова, А.В. Фаминский

Ключевые слова: уравнение Захарова–Кузнецова; задача Коши; внутренняя регуляр-
ность решений.
Рассматривается вопрос о внутренней регулярности слабых решений задачи Коши для
уравнения Захарова–Кузнецова в случае двух пространственных переменных Устанав-
ливается результат о существовании у этих решений производных, непрерывных в нор-
мах Гёльдера.

В работе исследуются вопросы внутренней регулярности слабых решений задачи Коши
для уравнения Захарова–Кузнецова на плоскости

ut + uxxx + uxyy + uux = f(t, x, y) (1)

( u = u(t, x, y) ) в слое ΠT = (0, T ) × R2 ( T > 0 – произвольно) с начальным условием

u
∣∣
t=0

= u0(x, y). (2)

Уравнение (1) было выведено в работе [1] для описания распространения нелинейных
ионно-звуковых волн в плазме, помещенной в магнитное поле, и в дальнейшем получи-
ло название уравнения Захарова–Кузнецова. Оно является одним из вариантов обобщения
уравнения Кортевега–де Фриза ut+uxxx+uux = 0 на случай некольких пространственных
переменных.

В работе [2] была установлена глобальная корректность задачи (1), (2) при начальной
функции из Hm(R2) и правой части из L1(0, T ;Hm(R2)) при натуральных m в некото-
ром специальном классе функций Km(0, T ) ⊂ C([0, T ];Hm(R2)) . Для m = 1 этот класс
описывается следующим образом:

K1(0, T ) = {u ∈ C([0, T ];H1(R2)), uxx, uxy, uyy ∈ L∞(Rx;L2((0, T ) × R)),

u ∈ L3(0, T ;W 1
∞(R2)), u ∈ L2(R

x;L∞((0, T ) × R))}.
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