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Изучена краевая задача для дифференциального оператора высокого порядка с разделенными граничными ус-

ловиями. Потенциал оператора является суммируемой функцией на отрезке. Выведена асимптотика решений 
соответствующего дифференциального уравнения при больших значениях спектрального параметра. Предло-

жен новый метод для нахождения асимптотики собственных значений изучаемого оператора. 
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Изучим краевую задачу для дифференциального оператора восемнадцатого порядка, задаваемого дифференци-

альным уравнением вида 
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с разделенными граничными условиями 
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мы предполагаем, что потенциал  xq  является суммируемой функцией на отрезке  ;0 : 
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почти для всех   ;0x . 

Наша цель – найти асимптотику собственных значений дифференциального оператора (1)–(2)–(3).  

В работах [1–3] была изучена асимптотика спектра дифференциальных операторов с гладкими коэффициентами. 

Случай кусочно-гладких коэффициентов был изучен в работах [4–8]. Случай суммируемого потенциала для опера-

тора второго порядка был впервые рассмотрен в работе [9]. В работах [10–12] автором был предложен метод иссле-

дования операторов порядка выше второго с суммируемыми коэффициентами. Была найдена асимптотика решений 

соответствующих дифференциальных уравнений при больших значениях спектрального параметра. С помощью этой 

асимптотики и соответствующих асимптотических оценок можно находить асимптотику собственных значений и 

асимптотику собственных функций операторов с суммируемыми коэффициентами. В случае граничных условий (2) 

мы одновременно изучаем целое семейство дифференциальных операторов с суммируемым потенциалом. 

Для исследования спектральных свойств дифференциального оператора (1)–(2)–(3) сначала найдем асимптотику 

решений дифференциального уравнения (1) при больших значениях спектрального параметра  . 

Пусть ,, 1818  ss  при этом работать будем с той ветвью арифметического корня, для которой 1118  . 

Обозначим через  18,...,2,1kwk  различные корни восемнадцатой степени из единицы:  
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Для чисел  18,...,2,1kwk  из (4) справедливы следующие равенства: 
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С помощью метода вариации постоянных, аналогично работам [13, гл. 2; 14, гл. 4; 10; 15], устанавливается сле-

дующее утверждение. 

Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) имеет вид 
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при этом для фундаментальной системы решений   18
1},{ kk sxy  справедливы следующие формулы и асимптотиче-

ские оценки: 
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Из метода вывода формул (6)–(10) следуют следующие начальные условия: 
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Используя формулы (6)–(8) и начальные условия (11), можно изучить граничные условия (2). Подставляя форму-

лы (6) в граничные условия (2), имеем: 
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Теорема 2. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–(2)–(3) имеет следующий 

вид: 
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Для доказательства теоремы 2 применим к системе (2) теорему Крамера: однородная система (12) имеет ненуле-

вые решения  0... 18
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1  CCC  только в том случае, когда ее определитель равен нулю. 

Применив формулы (11), уравнение (13) приведем к следующему виду: 
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(14) 

 

Раскладывая определитель  sg  из (14) по последней строке, имеем: 
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где kD ,18  – алгебраические миноры к элементу последней строки k -го столбца  18,...,2,1k , 
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т. к. 18,18D  является определителем Вандермонда чисел 1721

222 ,...,,
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Вводя обозначения  18,...,2,118  mww mm , получаем, применяя формулы (4)–(5): 
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откуда, учитывая свойства определителей, вынося из k-й строки определителя 
1,18D  множитель  17,...,2,1kz km , имеем: 
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Для минора 2,18D  имеем: 
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откуда, учитывая, что 
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, находим: 
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Аналогичным образом получаются следующие формулы: 
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Учитывая формулы (7)–(8), подставим формулы (16)–(20) в уравнение (15), находим: 
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Индикаторная диаграмма уравнения (21) имеет вид, аналогичный следующему: 
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Таким образом, индикаторная диаграмма [16, гл. 12] представляет собой правильный восемнадцатиугольник, 

вершинами которого являются точки  18,...,2,1kwk  из (4), при этом корни уравнения (21) могут находиться 

только в восемнадцати заштрихованных секторах бесконечно малого раствора, биссектрисы которых являются сере-

динными перпендикулярами к сторонам этого восемнадцатиугольника. Поэтому из общей теории нахождения кор-

ней функций вида (21) следует справедливость следующего утверждения.  

Теорема 3. Уравнение на собственные значения оператора (1)–(2)–(3) в секторе 1), соответствующем отрезку 

 21;ww  индикаторной диаграммы (22), имеет следующий вид: 
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s
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s

O
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n

sawnM
n
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(23) 

 

Для нахождения корней функции  sg1  из (23) перепишем ее в следующем виде: 

 

                                                     

      ,0
1

18

1
3417,11717101 









s
Osg
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sgsg                                                         (24) 

 

                                                               
  ,211711

2110



sawnMsawn

ewzewsg                                                              (25) 

 

                                                  
     .,, 1171

2,171,1717,1 sAzsAsg
nMn


                                                                             

(26) 

 

Поделив в уравнении (24)–(25) на 021

1 
sawn

ew , имеем: 

 

                                                        

      ,0
1~

18

1~~
3417,11717101 









s
Osg
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sgsg

                                                     

(27) 

 

                                                       
   

,~ 111721
1210

nnMswwa
wwzesg


                                                         (28) 

 

                                      
     .,,~ 12117121

2,1711,17117,1 sAewzsAewsg
nsawnMnsawn




                                           (29) 

Основное приближение уравнения (27)–(29) имеет вид   0~
10 sg . Учитывая, что 1, 1

18

2

2 



wewz

i

, нахо-

дим, что   0~
10 sg  только в следующем случае: 

 

          .,2
18

2
expexpexp 11721

2
21

117 ZkiknM
i

wwsaezzwwsa iknM












 

 

 

Следовательно, корни основного приближения уравнения (27)–(29) (т. е. корни уравнения   0~
10 sg ) находятся 

в явном виде по формуле 

 

 
  .,

18

1~
,

~
2

17

1

17117

21

,1, 







n

nоснk mMnMkk
wwa
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s  

 

Из общей теории нахождения асимптотики корней целых функций вида (27)–(29) [2; 17, гл. 1; 18–19]) следует, 

что справедлива следующая теорема. 

Теорема 4. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–(2)–(3) в секторе 1) индика-

торной диаграммы (22) имеет следующий вид: 
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(30) 
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Для доказательства теоремы 4 достаточно вычислить коэффициенты 1,,17 kd  из (30) в явном виде. Применяя фор-

мулы (9)–(10) для выражений  sA
n

,1

1,17   и  sA
n

,1
2,17   из (29) и формулы Маклорена, находим: 

 

                  

        
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
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


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                      (31) 
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1
~

2
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








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
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


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k
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                                          (32) 

 

                                                     

  ,~
1
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2
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17
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17171717
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





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k
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                                           (33) 

 

Подставляя формулы (30)–(33) в уравнение (27)–(29) и проводя необходимые преобразования, получаем: 
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(34) 

 

Из формул (4)–(5) выводим: 
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Подставляя (35) в (34) и учитывая, что  
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Вторая из скобок в формуле (36) равна:  
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   

   

 

 

      .
18

2

18

~
2sin2

~
2exp

~

2exp

......

0

117
18

0

18

2

0

18

2

1818

~
20

21

2

0

12

210

2
1

120

2

171
17

171

17
171

21

12

171211

,1,

1171















































































































n

Mn

i
M

i

Mn

M
iii

Mn

wwa

ki
s

a
stwwa

Mn
a

stwwan

ssa

nM

a

n

dtMtktqizzedttiktqezz

dt
a

k
iattqeeezzdtetq

zzdtetqzzzzwzw

оснk

           

(37) 

 

Поэтому из (36)–(37) выводим: 
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,
18

~
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1
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nM
kkmM

k

k






 интеграл 
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...

n


















 определен в (37). 

 

Таким образом, теорема 4 полностью доказана. 

Изучая подробно индикаторную диаграмму (22) и соответствующие ей уравнения на собственные значения, ана-

логично уравнению (23), приходим к справедливости следующего утверждения. 

Теорема 5. 1) В секторе 2  индикаторной диаграммы (22) асимптотика собственных значений дифференциаль-

ного оператора (1)–(2)–(3) имеет вид: 

 

                                                                                       
,18

2

1,2,

i

kk ess



                                                                               (39) 

 

где 1,ks определены в (30), (37)–(38). 

 

2) Для остальных секторов индикаторной диаграммы (22) справедливы формулы: 

 

                                         

 
.18,...,2,1,;18,...,3,2,1, ,18,

1
18

2

1,,  



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n
i
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3) При этом собственные значения дифференциального оператора (1)–(2)–(3) находятся по формуле 

 

                                                                   
,...3,2,1;18,...,2,1,18

,,  kns nknk                                                                 (41) 

 

С помощью формул (30) и (37)–(41) доказывается следующая теорема о поведении собственных функций диф-

ференциального оператора (1)–(2)–(3). 

Теорема 6. Собственные функции   ,...3,2,1, ksxg kk  
дифференциального оператора (1)–(2)– (3), соответст-

вующие собственным значениям k
 

из (40)–(41), вычисляются по следующей формуле: 
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(42) 

 

Применяя формулы (11), формулу (42) можно переписать в следующем виде: 
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 

       

.

,,...,,

...

...............

...

...

,

181721

181721

181721

181721

17171717

2222

1111

sxysxysxysxy

wwww

wwww

wwww

sxg

mmmm

mmmm

mmmm

kk                                                    (43) 

 

Формула (43) позволяет аналогично работам [15] и [20] вычислить асимптотику собственных функций диффе-

ренциального оператора (1)–(2)–(3). 
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The boundary value problem for the differential operator of a high order with the separated boundary condi-

tions is studied. The potential of the operator is summable function on the interval. The asymptotics of solu-

tions of the corresponding differential equation for large values of spectral parameter is derived. The new 

method for finding of the asymptotics of eigenvalues of the studied operator is offered.  
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