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Рассмотрена одномерная геометрически линейная задача об определении напряженно-
деформированного состояния трехслойной пластины с трансверсально-мягким запол-
нителем при наличии ограничений на уровень формирующихся в заполнителе попереч-
ных касательных напряжений. Обобщенная постановка сформулирована в виде задачи
об отыскании седловой точки некоторого функционала. Доказана теорема существова-
ния седловой точки.

Трехслойные панели с тонкими прочными композитными обшивками и легким заполни-
телем благодаря своим уникальным свойствам широко используются во многих отраслях
техники. Главной особенностью таких конструкций является сочетание высокой изгибной
жесткости и прочности с небольшой массой и хорошей способностью поглощать энергию
при ударных воздействиях. Кроме того, трехслойные конструкции позволяют обеспечить
хорошие звуко- и теплоизолирующие свойства [1], а также обладают высокой технологич-
ностью и вибростойкостью. Это и определяет их широкое применение в аэрокосмической
технике, судостроении, транспортном машиностроении, а также в строительстве.

В настоящей работе рассматривается физически нелинейная и геометрически линейная
задача о равновесии трехслойной пластины, составленной из двух несущих слоев и располо-
женным между ними трансверсально-мягким заполнителем, связанным с несущими слоями
клеевым соединением. Для описания напряженно-деформированного состояния в несущих
слоях используются уравнения линейной модели Кирхгофа–Лява, в заполнителе — уравне-
ния теории упругости, упрощенные в рамках принятой модели трансверсально-мягкого слоя
и проинтегрированных по толщине с удовлетворением условий сопряжения слоев по переме-
щениям в поперечном направлении. Кроме того, задача рассматривается при ограничении,
соответствующем идеальной упруго-пластической модели для заполнителя. Обобщенная
постановка задачи формулируется в виде задачи об отыскании седловой точки некоторого
функционала. Отметим, что в работах [2-6] рассматривались задачи теории мягких обо-
лочек, а также методы их решения. В [7] предлагается приближенный метод нахождения
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критической силы и формы прогиба стержня, сжатого осевой силой и имеющего началь-
ный прогиб, в [8] проведено численное решение геометрически нелинейной задачи об изгибе
трехслойной оболочки.

Пусть a — длина пластины, 2h , 2h(k) — толщины заполнителя и k -го слоя соответ-
ственно (здесь и всюду в дальнейшем предполагаем, что k = 1, 2 ), X1

(k) , X3
(k) — компо-

ненты поверхностной нагрузки, приведенной к срединной поверхности k -го слоя, w(k) и
u(k) — прогибы и осевые перемещения точек срединной поверхности k -го слоя соответ-
ственно, T 11

(k) , M11
(k) — мембранные усилия и внутренние изгибающие моменты в k -м слое

соответственно, H(k) = h + h(k) . Края несущих слоев пластины предполагаем жестко за-

крепленными, так что выполняются условия u(k)(x) = 0 , w(k)(x) = 0 , dw(k)/dx(x) = 0
при x = 0 , x = a . Задача рассматривается в геометрически линейной постановке, то есть
предполагаем, что T 11

(k) = B(k)du
(k)/dx , M11

(k) = D(k)d
2w(k)/dx2 , где B(k) = 2h(k)E

(k)/(1 −
− ν

(k)
12 ν

(k)
21 ) — жесткость k -го слоя на растяжение–сжатие, E(k) и ν

(k)
12 , ν

(k)
21 — модуль

упругости первого рода и коэффициенты Пуассона материала k -го несущего слоя, D(k) =

= B(k) h
2
(k)/3 — изгибная жесткость k -го слоя. Обозначим через U =

(
w(1), w(2), u(1), u(2)

)

вектор перемещений точек срединной поверхности k -го слоя. Введем в рассмотрение функ-
ционалы

Φk(U) =
1

2

a∫

0


B(k)

(
du(k)

dx

)2

+D(k)

(
d2w(k)

dx2

)2

 dx−

−
a∫

0

(
X1

(k) u
(k) +X3

(k)w
(k) +M1

(k)

dw(k)

dx

)
dx, k = 1, 2,

Φ0(U) =
1

2

a∫

0

c3

(
w(2) − w(1)

)2
dx, Φ3(U, q

1) =

a∫

0

[
2∑

k=1

H(k)
dw(k)

dx
+
(
u(2) − u(1)

)]
q1dx,

Φ4(q
1) =

1

2

a∫

0

[
2h

G13

(
q1
) 2

+
h3

3E3

(
dq1

dx

)2
]
dx ,

где M1
(k) — поверхностный момент внешних сил, приведенный к срединной поверхности

k -го слоя,G13 , E3 — модули поперечного сдвига и обжатия заполнителя, c3 = E3/(2h) .
Для q1 предполагаем выполнеными граничные условия q1(0) = q1(a) = 0. Считая, что
зависимость между касательным напряжением q1 и деформацией поперечного сдвига со-
ответствует идеальной упруго-пластической модели, задачу рассмотрим при ограничении∣∣ q1(x)

∣∣ 6 q1∗ , 0 < x < a , где q1∗ — заданное предельное значение напряжения в заполни-
теле. Это условие означает недопущение разрушения конструкции. Обозначим через Vk =

=
◦
W

(k)
2 (0, a) – пространства Соболева, положим K = {q1 ∈ V1 :

∣∣ q1(x)
∣∣ 6 q1∗, 0 < x < a} ,

V = V2 × V2 × V1 × V1 . Введем в рассмотрение функционал L : V × V1 → R1 по формуле
L(U, q1) = Φ0(U) + Φ1(U) + Φ2(U) + Φ3(U, q

1) − Φ4(q
1) . Под обобщенным решением задачи

будем понимать такую функцию (Û , q̂1) ∈ V ×K , что [9–11]

L(Û , q̂1) = inf
U∈V

sup
q1∈K

L(U, q1). (1)

Справедливы следующие результаты.

Л е м м а 1. Функционалы Φj , j = 1, 2, 4 , являются строго выпуклыми, функционал
Φ0 – выпуклым.
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Л е м м а 2. Функционалы Φj , j = 0, 1, 2, 3, 4 , являются слабо полунепрерывными
снизу.

Л е м м а 3. Функционалы Φ0 + Φ1 + Φ2 , Φ4 являются коэрцитивными.
Л е м м а 4. Множество K является выпуклым, слабо замкнутоым.
Из лемм 1–4 вытекает, что имеет место
Т е о р е м а 1. Задача (1) имеет единственное решение.
Доказательство теоремы проводится на основе общих результатов о существовании сед-

ловых точек (см., например, [12]).
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Badriev I.B., Banderov V.V., Garipova G.Z., Makarov M.V. ON THE SOLVABILITY OF A NON-
LINEAR EQUILIBRIUM PROBLEM FOR SANDWICH PLATES

A one-dimensional geometrically linear problem of determining the stress-strain state of the sandwich
plate with a transversely soft filler in the presence of constraints on the level of formed in the filler
the transverse shear stresses is considered. The generalized statement is formulated as a problem of
determining a saddle point of some functional. Existence theorem of a saddle point is proved.

Key words: sandwich plate, saddle point, transversely soft filler existence theorem.
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УДК 517.958

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВАРИАЦИОННЫХ И
КВАЗИВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ ТЕОРИИ

МЯГКИХ СЕТЧАТЫХ ОБОЛОЧЕК

c© И. Б. Бадриев, В. В. Бандеров, Н. В. Калачева

Ключевые слова: мягкая оболочка; вариационное неравенство; квазивариационное нера-
венство; теорема существования; итерационный метод; теорема сходимости.
Рассмотрены задачи о напряженно-деформированном состоянии мягких оболочек, на-
ходящихся под воздействием массовой и поверхностной нагрузки. Допускается также,
что оболочка может быть ограничена в перемещении препятствием. Обобщенные поста-
новки сформулированы в виде вариационных и квазивариационных неравенств. Иссле-
дована разрешимость задач. Для решения вариационных и квазивариационных нера-
венств с операторами монотонного типа в банаховых и гильбертовых пространствах
рассматриваются итерационные методы. Исследована сходимость методов. Рассмотре-
ны особенности применения предложенных итерационных методов к задачам теории
мягких сетчатых оболочек.

Рассматриваются задачи об определении положения равновесия мягких (не воспринима-
ющих сжимающих усилий) оболочек [1-4], закрепленных по краям, находящихся под воздей-
ствием массовой и поверхностной нагрузки, для плоского (бесконечно длинная цилиндри-
ческая оболочка) случая. Деформации и перемещения оболочек допускаются конечными.
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