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При моделировании технических, экономических, социальных систем часто возникает необходимость решения 

уравнений с интервально-определенными параметрами (интервальные уравнения). Решение таких уравнений 

требует специальных методов, отличных от методов решения обычных, детерминированных уравнений. В ра-
боте предложен новый метод решения интервальных уравнений, основанный на аппарате интервальной матема-

тики. Целью работы является разработка полностью формализованного метода решения интервальных уравне-

ний, базирующегося на упомянутом математическом аппарате. Предложенный метод заключается в использо-
вании эквивалентных преобразований обеих частей интервального уравнения по законам интервальной матема-

тики, позволяющих перейти от интервального уравнения к обычным детерминированным уравнениям и их по-

следующему решению известными методами. Показано, что решение разнообразных интервальных уравнений 
можно выполнить двумя различными методами: множественным и интервальным. Выявлены различия между 

этими двумя методами в понятии решения уравнения, в используемом математическом аппарате, в возможно-

сти точного решения, в мощности получаемого множества решений. Приведен пример решения двумя метода-
ми интервального уравнения, используемого при расчете зоны загрязнения опасным веществом. В статье пред-

ложен новый подход к решению интервальных уравнений, основанный на эквивалентном преобразовании урав-

нения по законам интервальной математики. Такое преобразование позволяет привести уравнение к детермини-
рованному виду, что дает возможность решить его хорошо известными методами решения обычных (детерми-

нированных) уравнений. Предложенный подход позволяет находить точное решение интервального уравнения 

(если оно существует) или его приближенное решение (если точного решения не существует). 
Ключевые слова: интервал; интервальная функция; интервальное уравнение; множественный метод; интерваль-

ный метод 

 

 

ВВЕДЕНИЕ 

 

Современная наука и практика успешно справля-

ются с задачами исследования систем с полностью 

определенными параметрами. Они формулируются как 

задачи расчета, анализа и синтеза различных функций с 

детерминированными параметрами, служащих харак-

теристиками изучаемых систем. Но на практике чаще 

встречаются системы с неполностью определенными 

параметрами. Причины появления таких систем – есте-

ственная неопределенность реальных процессов, про-

исходящих в системах; неточное задание параметров 

большинства систем из-за погрешности при их вычис-

лении или измерении; изменение во времени парамет-

ров систем; необходимость совместного исследования 

семейств однотипных систем, имеющих сходные 

функции-характеристики и различающихся лишь зна-

чениями параметров этих функций. Исследование вве-

денных неопределенных систем формулируется в виде 

задач расчета, анализа и синтеза различных функций с 

недетерминированными параметрами, служащих ха-

рактеристиками данных систем. Эти задачи сложнее их 

упомянутых выше детерминированных аналогов, кото-

рые приходится решать при исследовании систем с 

детерминированными параметрами. Это усложнение – 

результат того, что алгебра недетерминированных чи-

сел всегда сложнее алгебры детерминированных чисел. 

В настоящей работе рассматриваются задачи нахо-

ждения корней интервальных уравнений. Эти уравне-

ния отличаются от обычных (полностью определен-

ных) уравнений тем, что их параметры – неполностью 

определенные и задаются в виде интервалов возмож-

ных значений. Интервальные уравнения встречаются 

на практике, например, в задачах оптимизации систем 

в условиях неопределенности, при нахождении крити-

ческих точек характеристик и точек пересечения ха-

рактеристик неполностью определенных (эмпириче-

ских) моделей и т. д. 

 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Рассмотрим обычное (детерминированное) уравне-

ние с одной переменной 

 

0),( xPf .               (1) 

 

Здесь f  – некоторая детерминированная функция,  

x  – детерминированная переменная, P  – детермини-

рованный вектор параметров вида  

 

),...,,( sqpP  .              (2) 
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Если заменить в уравнении (1) детерминированный 

вектор параметров P  вектором параметров P
~

 вида  

 

)~,...,~,~(
~

sqpP  ,  

 

где ],[~
21 ppp  , ],[~

21 qqq  ,…, ],[~
21 sss   – ин-

тервальные параметры, то детерминированная функция 

f  перейдет в соответствующую интервальную функ-

цию ],[
~

21 fff  , а вещественное число 0 – в соответ-

ствующее интервальное  число ]0,0[0
~
 . В результате 

детерминированное уравнение (1) перейдет в интер-

вальное уравнение вида 

 

0
~

),
~

(
~

xPf .               (3) 

 

Уравнение (3) и будет объектом нашего изучения. 

Основной задачей этого изучения является нахождение 

корня (множества корней) уравнения (3), т. е. значений 

переменной x , которые обращают значение левой 

части уравнения в значение его правой части, т. е. в 

интервальный нуль 0
~

. Эта задача, в отличие от задачи 

решения обычного уравнения, носит неоднозначный 

характер. Это связано с тем, что пересечение интер-

вальных кривых, определяющее корни интервального 

уравнения (3), может пониматься в различных смыс-

лах. Этот эффект не возникает при пересечении обыч-

ных кривых, с которым связано решение обычного 

уравнения. 

 

2. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

 

Хотя необходимость решения интервальных и дру-

гих неточно определяемых (стохастических, нечетких 

и т.д.) уравнений возникает достаточно часто на прак-

тике [1–5], систематическое изучение таких уравнений 

и методов их решения началось сравнительно недавно. 

По-видимому, первое упоминание об интервальных 

уравнениях и методах их решения появилось в книге 

[6]. В этой работе использован множественный подход, 

при котором интервальное уравнение (3) рассматрива-

ется как множество образующих его обычных уравне-

ний (1), получаемых при варьировании их параметров 

P  в границах заданных интервальных параметров P
~

. 

При этом множество решений интервального уравне-

ния получается как множество решений указанных, 

образующих его обычных уравнений. Аналогичный 

подход используется в работе [7] для решения кон-

кретного интервального уравнения, возникающего в 

важной прикладной задаче расчета длины опасной 

зоны загрязнения поверхности токсичным веществом. 

Краткий обзор различных ситуаций, возникающих при 

решении практических задач с помощью указанного 

подхода, приведен в работе [8]. При этом рассматри-

ваются как ситуации, моделируемые уравнениями с 

одним корнем, так и ситуации, моделируемые уравне-

ниями с двумя или несколькими корнями. Наконец, в 

книге [9] был предложен другой, чисто интервальный 

подход к решению интервальных уравнений вида (3), 

при котором такое уравнение рассматривается не как 

множество обычных уравнений вида (1), а как одно  

 

уравнение, имеющее интервальные параметры и пото-

му подчиняющееся законам интервальной математики. 

Использование этих законов позволяет совершать эк-

вивалентные преобразования интервального уравне-

ния, упрощая его и приводя к детерминированному 

виду, из которого непосредственно вытекает его реше-

ние. Таким образом, предложенные в литературе под-

ходы к решению интервальных уравнений существен-

но различаются по определению того, что считать ре-

шением уравнения, и по используемому математиче-

скому аппарату. Кроме того, они различаются по своим 

возможностям в отыскании корней уравнений. В част-

ности, чисто интервальный подход, в отличие от мно-

жественного подхода, не всегда обеспечивает сущест-

вование точного решения интервального уравнения. 

Однако отсутствие точного решения такого уравнения 

является не недостатком интервального подхода, а 

следствием неопределенности задачи, выражающейся в 

задании параметров уравнения с точностью лишь до 

интервалов возможных значений [10–11]. 

 

3. МНОЖЕСТВЕННЫЙ ПОДХОД 

 

Будем решать интервальное уравнение (3), исполь-

зуя множественный подход. Рассмотрим первый слу-

чай, когда последней операцией в левой части уравне-

ния является сложение. Тогда уравнение (3) можно 

представить в виде 

 

0
~

),
~

(
~

),
~

(
~

 xPfxPfA B ,              (4) 

 

где ],[
~

21 AAA fff  , ],[
~

21 BBB fff   – новые по отно-

шению к f
~

 интервальные функции тех же переменной 

x  и вектора параметров P
~

. Обозначив CB ff
~~

 , 

уравнение (4) можно переписать в виде  

 

),
~

(
~

),
~

(
~

xPfxPf CA  .              (5) 

 

Поскольку интервальные функции в левой и правой 

части уравнения (5) графически представляются в виде  

интервальных кривых, решение этого уравнения сво-

дится к нахождению пересечения двух интервальных 

кривых, т. е. к нахождению множества   точек (об-

ласти), принадлежащих обеим интервальным кривым. 

В этом, очевидно, и проявляется множественный под-

ход к решению интервальных уравнений. При этом 

собственно решением интервального уравнения (5) 

является не само указанное выше множество  , а его 

проекция x  на ось X. 

Детали множественного алгоритма нахождения 

решения интервального уравнения проще показать на 

примере решения уравнения с одним корнем. 

Пример 1. Найти решение интервального уравне-

ния xqe xP ~
~


 с интервальными параметрами 

],[~
21 ppp  , ],[~

21 qqq  . Это уравнение использует-

ся при расчете длины опасной зоны загрязнения по-

верхности токсичным  веществом. Графическое изо-

бражение интервальных кривых, представляющих 

функции левой и правой частей заданного уравнения, 

показано на рис. 1.  
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Рис. 1. Графическое представление решения интервального 

уравнения множественным методом: A  – интервальная кри-

вая xPey 
~

~ , где ],[~
21 ppp  ; B  – интервальная кривая 

xqy ~~  , где ],[~
21 qqq  ; 1A  – детерминированная кривая 

xp
ey


 1 ; 2A  – детерминированная кривая 

xp
ey


 2 ;  

1B  – детерминированная кривая xqy 1 ; 2B  – детермини-

рованная кривая xqy 2 ;   – пересечение интервальных 

кривых A  и B . ],[ 21
* xxx   – проекция   на ось Х – ре-

шение интервального уравнения xqe xP ~
~

  

 

 

Из рис. 1 видно, что единственная область  , яв-

ляющаяся общей частью обеих интервальных кривых, 

расположена между крайней левой точкой 1x  и край-

ней правой точкой 2x . Так что проекция x  области 

  на ось X, являющаяся искомым единственным ре-

шением уравнения, имеет вид интервала ],[~
21 xxx  . 

Причем, как видно из рис. 1, левая граница 1x   этого 

решения есть точка пересечения кривых 1A  и 2B , т. е. 

решение обычного детерминированного уравнения 

xqe
xp

2
2 


, а правая граница 2x  этого решения есть 

точка пересечения кривых 2A  и 1B , т. е. решение 

обычного уравнения xqe
xp

1
1 


. Таким образом, для 

решения заданного интервального уравнения доста-

точно решить два указанных обычных уравнения. 

Пусть, например, надо найти решение конкретного 

интервального уравнения xe x ]3,2[]7,0;5,0[ 
. Тогда 

для нахождения левой границы решения 1x  надо ре-

шить детерминированное уравнение xe x 37,0 
, а 

для нахождения правой границы 2x  – детерминиро-

ванное уравнение xe x 25,0 
. Решая эти уравнения 

численным методом, находим 275,01 x , 408,02 x . 

Отсюда решение заданного конкретного интервального 

уравнения получается в виде  ],[~
21 xxx  

]408,0;275,0[ . 

Если задано интервальное уравнение, имеющее два 

или более корней, его решение производится путем 

последовательного вычисления этих корней, с исполь-

зованием алгоритма, примененного выше в примере 1. 

Мы рассмотрели процедуру решения с помощью 

множественного подхода интервального уравнения 

вида (3) в случае, когда последней операцией в левой 

части уравнения является сложение. В случае, когда 

последней операцией в левой части является умноже-

ние, уравнение (3) можно представить в виде  

 

0
~

),
~

(
~

),
~

(
~

 xPfxPfA B                (6) 

 

с теми же функциями )(Af , )(Bf , что и в фор-

муле (4). Уравнение (6) можно разбить на пару уравнений  

 

0
~

),
~

(
~

xPfA   или  0
~

),
~

(
~

xPfB  ,            (7) 

 

в левых частях которых последней операцией является 

сложение. Благодаря этому уравнения (7) можно ре-

шить с помощью алгоритма, изложенного выше.  

 

4. ИНТЕРВАЛЬНЫЙ ПОДХОД 

 

Будем решать интервальное уравнение (3), исполь-

зуя интервальный подход. Этот подход основан на 

эквивалентных преобразованиях обеих частей интер-

вального уравнения с помощью подходящих законов 

интервальной математики. В результате таких преобра-

зований левая и правая части интервального уравнения 

приводятся к явному виду интервала, а все интерваль-

ное уравнение – к явному интервальному виду 

 

)],(),,([)],(),,([ 2121 xPxPxPfxPf ff   ,           (8) 

 

где 1f , 2f , 1 , 2  – детерминированные функции 

переменной x , а fP , P  – векторы параметров вида 

(2). От (8), приравняв нижние границы левого и право-

го интервалов, а также их верхние границы, получаем 

систему из двух обычных (детерминированных) урав-

нений, которая эквивалентна исходному интервально-

му уравнению (8)  

 















),(),(

),(),(

22

11

xPxPf

xPxPf

f

f
.              (9) 

 

Таким образом, решение 
*x системы детерминиро-

ванных уравнений (9), если оно существует, является  

точным решением интервального уравнения (3). Если 

система (9) не имеет решения, но первое и второе ее 

уравнения имеют решения соответственно 1x  и 2x , 

которые близки, то можно принять 1
* xx   или 

2
* xx   или, что очевидно, лучше 2/)( 21

* xxx   

или даже ],[ 21
* xxx  . В остальных случаях решения 

системы детерминированных уравнений (9), а значит, и 

решения интервального уравнения (3) не существует. 
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В эквивалентных преобразованиях обеих частей 

интервального уравнения (3) для приведения его к сис-

теме (9) используются следующие законы интерваль-

ной математики  

 

)]./(max),/(min[

]/1,/1[],[],/[],[

)];(max),(min[],[],[

;0],,[

,0],,[
],[

];,[],[],[

];,[],[],[

,,

12212121

,,
2121

12

21
21

12212121

22112121

ji
ji

ji
ji

ji
ji

ji
ji

baba

bbaabbaa

bababbaa

kkaka

kkaka
aak

bababbaa

bababbaa




















             (10) 

 

Детали интервального алгоритма поиска решения 

интервального уравнения поясним, как и выше, на 

примере решения уравнения с одним корнем. 

Пример 2. Найти решение интервального уравне-

ния xqe xP ~
~


 с интервальными параметрами 

],[~
21 ppp  , ],[~

21 qqq  . Решение данного уравне-

ния множественным способом, с использованием гра-

фического представления интервальных кривых, было 

показано в примере 1. Теперь применим интервальный 

метод. При этом необходимость графического пред-

ставления кривых отпадает, и процедура отыскания 

решения интервального уравнения упрощается. Алго-

ритм решения следующий.  

Шаг 1. Приводим левую и правую части уравнения 

к явному виду интервала. Учитывая, что корень урав-

нения 0x , а функция 
xe  – монотонно возрастаю-

щая, с помощью (10) находим: правая часть

],[],[~
2121 xqxqxqqxq  , левая часть  xPe

~

 


 ],[],[],[ 122121 xpxpxpxpxpp

eee ],[ 12 xpxp
ee


.  

Шаг 2. Представляем все уравнение в явном интер-

вальном виде  

 

],[],[ 21
12 xqxqee
xpxp



.           (11) 

 

Шаг 3. Переходим от интервального уравнения 

(11) к системе двух детерминированных уравнений, 

приравнивая нижние границы правого и левого интер-

вала в (11), а также их верхние границы. Получаем  

 















xqe

xqe

xp

xp

2

1

1

2

.              (12) 

 

Шаг 4. Решаем систему уравнений (12). Находим 

корни 1-го уравнения 1x  и 2-го уравнения 2x . Если 

21 xx  , то существует точное решение системы (12), 

которое равно 21
* xxx  . Оно же является решени-

ем заданного интервального уравнения. Если 21 xx  , 

то точное решение системы (12) и, соответственно, 

точное решение интервального уравнения не сущест-

вует. Однако при 21 xx   существует приближенное 

решение 
*x  системы (12) и интервального уравнения: 

1
* xx   или 2

* xx   или 2/)( 21
* xxx   или 

],[ *
2

*
1

* xxx  , где ),min( 21
*
1 xxx  , ),max( 21

*
2 xxx  . 

При существенно различных 1x  и 2x  решения систе-

мы (12) и интервального уравнения не существует.  

Найдем решение того же конкретного интервально-

го уравнения, что и в примере 1: xe x ]3,2[]7,0;5,0[ 
. 

В данном случае система (12) приобретает вид  

 















xe

xe

x

x

3

2

5,0

7,0

.             (13) 

 

Решая 1-е и 2-е уравнения (13) численным методом, 

находим их решения в виде 381,01 x , 289,02 x . 

Здесь 21 xx  , так что точного решения системы (13) 

заданного интервального уравнения не существует. 

Однако можно считать, что 21 xx  , и потому сущест-

вует приближенное их решение 

 

381,0* x  или  289,0* x  или  

335,02/)289,0381,0(* x  или                          (14) 

]381,0,289,0[* x . 

 

Графическое изображение интервальных кривых, 

представляющих функции левой и правой частей рас-

смотренного в примере 2 интервального уравнения, 

показано на рис. 2.  

 

 

 
 

Рис. 2. Графическое представление решения интервального 

уравнения интервальным методом: A  – интервальная кривая 

xPey 
~

~ , где ],[~
21 ppp  ; B  – интервальная кривая 

xqy ~~  , где ],[~
21 qqq  ; 1A  – детерминированная кривая 

xp
ey


 1 ; 2A  – детерминированная кривая 

xp
ey


 2 ;  

1B  – детерминированная кривая xqy 1 ; 2B  – детермини-

рованная кривая xqy 2 ;   – пересечение интервальных 

кривых A  и B . ],[ *
2

*
1

* xxx   – проекция   на ось Х – реше-

ние интервального уравнения xqe xP ~
~
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Из рис. 2 видно, что единственная область  , ко-

торую следует считать общей частью обеих интерваль-

ных кривых, расположена между крайней правой  точ-

кой 
*
2x  и крайней левой точкой 

*
1x . Так что проекция 

области   на ось X, являющаяся объединенным реше-

нием заданного интервального уравнения, имеет вид 

интервала ],[ *
2

*
1

* xxx  . 

Левая 
*
1x  и правая 

*
2x  границы этого решения яв-

ляются соответственно точкой пересечения кривых 2A  

и 2B  [т. е. решением 2-го уравнения (13)] и точкой 

пересечения кривых 1A  и 1B  [т. е. решением 1-го 

уравнения (13)]. 

Сравнивая рис. 1 и рис. 2, видим, что область  , 

определяющая множество решений рассмотренного 

интервального уравнения при множественном подходе, 

шире области  , определяющей множество решений 

этого уравнения при интервальном подходе. Это поло-

жение остается справедливым и для других интерваль-

ных уравнений. Оно может быть записано в виде 

 .  

Решение с помощью интервального подхода  ин-

тервальных уравнений с несколькими корнями и урав-

нений типа (6) (где последняя операция не сложение, а 

умножение) осуществляется так же как при использо-

вании множественного подхода. 

 

5. ОБСУЖДЕНИЕ 

 

Выше было показано (теоретически и на конкрет-

ных примерах), что решение возникающих на практике 

разнообразных интервальных уравнений возможно, по 

крайней мере, двумя различными способами. Первый, 

множественный способ рассматривает интервальное 

уравнение как множество образующих его обычных 

уравнений, полученных варьированием их параметров 

в границах интервальных параметров интервального 

уравнения. При этом множество решений интервально-

го уравнения получается как множество решений обра-

зующих его обычных уравнений. Второй, чисто интер-

вальный способ рассматривает интервальное уравнение 

не как множество обычных уравнений, а как одно 

уравнение, имеющее, однако, интервальные парамет-

ры, подчиняющиеся законам интервальной математи-

ки. Эквивалентное преобразование интервального 

уравнения по этим законам приводит его к виду детер-

минированного уравнения, решение которого можно 

получить известными методами. Предложенный в дан-

ной статье чисто интервальный способ решения интер-

вального уравнения существенно отличается от извест-

ного ранее множественного способа. Отличие есть в 

определении того, что считать решением интервально-

го уравнения (при множественном подходе решением 

является множество всех точек пересечения интер-

вальных функций в левой и правой частях уравнения  

(а при интервальном подходе – множество точек, в 

которых интервальные функции в левой и правой час-

тях уравнения) равны или приближенно равны): в ис-

пользуемом математическом аппарате (при множест-

венном подходе это теория множеств, при интерваль- 

 

 

 

ном подходе – интервальная математика); в возможно-

сти нахождения точного решения (при множественном 

походе такое решение всегда существует и может быть 

найдено всегда, при интервальном подходе – не все-

гда). Кроме того, множество получаемых с помощью 

интервального подхода решений интервального урав-

нения всегда уже множества решений,  получаемых с 

помощью множественного подхода, составляя его 

часть. Последняя особенность интервального подхода 

связана с тем, что в нем учитываются только часть 

точек, геометрически относящихся к пересечению ин-

тервальных кривых левой и правой частей уравнения. 

Эта особенность свидетельствует об адекватности 

предложенного в статье интервального подхода, про-

являющейся в том, что сокращение информации об 

уравнении (переход от детерминированного к интер-

вальному уравнению) приводит к размыванию его ре-

шения (переходу от единственности решения к множе-

ству решений). 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В работе предложен новый подход к решению ин-

тервальных уравнений, основанный на эквивалентном 

преобразовании уравнения по законам интервальной 

математики, в результате чего оно приводится к детер-

минированному виду и может быть решено хорошо 

известными методами решения обычных (детермини-

рованных) уравнений. Этот подход отличается от из-

вестного множественного подхода содержанием поня-

тия «решение интервального уравнений» и полной 

формализацией процесса отыскания корней уравнения. 

Этот процесс строится на использовании аппарата ин-

тервальной математики, благодаря чему полностью 

исключает различные эвристические приемы, что су-

щественно упрощает процесс решения уравнения. 

Важно отметить, что точные значения корней интер-

вального уравнения при интервальном подходе могут 

существовать, а могут и не существовать. В первом 

случае эти значения можно найти. Во втором случае 

можно найти приближенные значения корней уравне-

ния. Предложенный подход к решению интервальных 

уравнений имеет важное значение, позволяя решать 

разнообразные задачи, связанные с исследованием 

неточно известных характеристик систем в технике, 

экономике, социальной сфере. 
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In the modeling of technical, economic, social systems, it is often necessary to solve equations with interval-

specific parameters (interval equations). The solution of such equations requires special methods that differ 

from the methods for solving ordinary, deterministic equations. A new method for solving interval equations 

based on the apparatus of interval mathematics is proposed. The aim of the work is the development of a 

completely formalized method for solving interval equations based on the mathematical apparatus mentioned. 

The proposed method consists in using equivalent transformations of both parts of the interval equation ac-

cording to the laws of interval mathematics that allow one to move from the interval equation to the ordinary 

deterministic equations and their subsequent solution by known methods. It is shown that the solution of vari-

ous interval equations can be performed by two different methods: multiple and interval. The differences be-

tween these two methods in the concept of solving the equation, in the mathematical apparatus used, in the 

possibility of an exact solution, in the power of the resulting set of solutions are revealed. An example of a 

solution of the interval equation used in the calculation of the zone of contamination by a dangerous sub-

stance is given by two methods. The paper proposes a new approach to solving interval equations based on an 

equivalent transformation of the equation according to the laws of interval mathematics. Such a transfor-

mation allows bring the equation to a deterministic form, which makes it possible to solve it by well-known 

methods for solving ordinary (deterministic) equations. The proposed approach allows us to find the exact so-

lution of the interval equation (if it exists) or its approximate solution (if there is no exact solution). 

Keywords: interval; interval function; interval equation; multiple method; interval method 
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