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В данной работе рассматривается вопрос о возможности восстановления в трехмерном
евклидовом пространстве С3 – регулярной поверхности, заданной явным уравнением
z=z (x, y) на всей плоскости R

2 по ее заданной отрицательной гауссовой кривизне. Ре-
шение этой задачи сводится к доказательству существования и единственности на R

2

классического решения дифференциального уравнения Монжа–Ампера гиперболиче-
ского типа. Сформулированы условия, обеспечивающие существование такого решения
в целом.
Ключевые слова: восстановление поверхности; гауссова кривизна; гиперболическое
уравнение Монжа–Ампера; задача Коши; римановы инварианты

Пусть на R2 задана дифференцируемая функция f = f (x, y)< 0. Докажем, что в про-
странстве Е3 существует С3 – регулярная поверхность Φ, заданная явным уравнением
z=z (x, y) , (x, y)∈R2, гауссова кривизна K (x, y) которой совпадает с функцией f=f(x, y)<0.

Известно [1], что для поверхности Φ : z= z (x, y) гауссова кривизна K (x, y) определяется
формулой:

K (x, y) =
zxxzyy − zxy2(
1 + z2x + z2y

)2 .
Поэтому рассматриваемая задача сводится к доказательству существования решения уравне-
ния Монжа–Ампера

zxxzyy − zxy2 −
(
1 + z2x + z2y

)2
f (x, y) = 0, (1)

где f(x, y) – заданная функция, f (x, y)<0, (x, y)∈R2; z= z (x, y) – неизвестная регулярная
функция класса С3; уравнение (1) x – гиперболично на решении z (x, y) , т. е.

∆2 (x, y, z, zx, zy) = −4f (x, y)
(
1 + z2x + z2y

)2
> 0, zyy ̸= 0. (2)

Решение поставленной задачи сводится к доказательству существования решения уравне-
ния (1) на всей плоскости R2.
Получен следующий результат:

Т е о р е м а 1. Пусть на плоскости R2 задана функция f (x, y)< 0, удовлетворяющая
условиям:

1) функция f (x, y) – дважды непрерывно дифференцируема по переменным x, y и С1 –
ограничена;

2) функция
∆(x, y, zx, zy) = 2

√
−f (x, y) (1 + z2x + z2y) (3)

непрерывно дифференцируема по x, y, zx, zy;
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|∆| ≤ C1,
1

∆
≤ С2,

∣∣∣∣∂∆∂ω
∣∣∣∣ ≤ C1 η (x) , (4)

где ω=x, y, zx, zy; 0≤C1≤ 1
2 , C2≥0, C1,C2=const; η (x) – некоторая положительная функ-

ция, удовлетворяющая условию

4N1

+∞∫
−∞

η (x) dx ≤δ − ε
2

; 0 < ε < δ,
δ − ε
2

< 1, ε, δ = const, (5)

N1 = max

{
C1,

1

2
C1C2

}
. (6)

Тогда в пространстве Е3 существует единственная C3 – регулярная поверхность Φ, за-
данная явным уравнением z= z (x, y) , (x, y)∈R2, с гауссовой кривизной K(x, y)=f(x, y)< 0.

Для доказательства была использована техника, указанная в работе [2].
Прежде чем приступать к доказательству этой теоремы, докажем некоторые вспомогатель-

ные утверждения.
Для неизвестной функции z= z (x, y) зададим начальные условия на оси Oy :

z (0, y) = z0 (y) , zx (0, y) = p0 (y) , (7)

такие, что
z0 (y) ∈ C3, p0 (y) ∈ C2, y ∈ R, (8)

и на оси Oy выполняются условия x− гиперболичности:

∆2
(
0, y, z0(y), p0(y), (z0)

′
(y)
)
> 0, (z0)

′′
(y) ̸= 0, y ∈ R. (9)

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (1) с начальными данными (7):{
zxxzyy − zxy2−

(
1+ z2x+ z2y

)2
f (x, y)= 0,

z (0, y)= z0 (y) , zx (0, y)= p0 (y) , y ∈ R,
(10)

Известно [3], что задача (10) сводится к задаче Коши для системы пяти уравнений в ри-
мановых инвариантах, С1 – решению которой соответствует С3 – решение задачи (10):

rx+ sry =
fx
4f
r− fx

4f
s− fy

4f
rs+ r2

fy
4f

+
√
−fpr2−

√
−fqr−

√
−fprs+

√
−fqs

sx+ rsy =−
fx
4f
r+

fx
4f
s+

fy
4f
rs− s fy

4f
−
√
−fps2−

√
−fqr+

√
−fprs+

√
−fqs

px+ spy = s
∆

2

qx+ rqy =
∆

2
zx+ rzy = p+ rq

(11)
Искомыми функциями в этой системе являются функции

z = z (x, y) , p = zx, q = zy, r =
∆− 2zxy

2zyy
, s =

−∆− 2zxy
2zyy

, zyy ̸= 0 (12)

(римановы инварианты).
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Характеристическое уравнение для уравнения (1) имеет вид:

zyyẏ
2 + 2zxyẋ ẏ + zxxẋ

2 = 0. (13)

Отсюда, с учетом (1), (3), получим:

ẏ

ẋ
=
−zxy ±

√
zxxzyy − zxy2
zyy

=
−zxy ±

(
1 + z2x + z2y

)√
−f (x, y)

zyy
=
−2zxy ±∆

2zyy
.

Принимая во внимание (12), имеем:

ẏ

ẋ
=
−2zxy −∆

2zyy
= s;

ẏ

ẋ
=
−2zxy +∆

2zyy
= r. (14)

Из (14) видно, что функции r и s есть угловые коэффициенты характеристик уравнения (1):{
x=x(τ)
y= y(τ)

, где τ – некоторый параметр.

Кроме того, уравнение (13) является дифференциальным уравнением асимптотических
линий поверхности Φ : z= z (x, y) . Следовательно, характеристики уравнения (1) совпадают
с асимптотическими линиями поверхности Φ. Поэтому r и s есть угловые коэффициенты
асимптотических линий поверхности Φ.

Задача о восстановлении поверхности Φ : z = z (x, y) по заданной отрицательной гауссо-
вой кривизне будет решена, если будет найдено гладкое решение {r, s, p, q, z} системы (11),
удовлетворяющее условию zyy ̸=0.

Система (11) представляет собой слабо-нелинейную систему квазилинейных уравнений.
Б. Л. Рождественский [4] доказал, что для слабо-нелинейной системы квазилинейных уравне-
ний задача Коши разрешима для любых начальных данных в любой конечной полосе, если
априори известно, что система гиперболическая в узком смысле и ее решение ограничено.

Начальные условия для системы (11) следуют из соотношений (12) и начальных усло-
вий (7):

r (0, y)= r0 (y)=
∆
(
0, y, z0 (y) , p0 (y) , z0y (y)

)
− 2p0y (y)

2z0yy(y)
,

s (0, y)= s0 (y)=
−∆

(
0, y, z0 (y) , p0 (y) , z0y (y)

)
− 2p0y (y)

2z0yy (y)
,

p (0, y)= p0 (y) , q (0, y)= q0 (y)= z0y (y) , z (0, y)= z0 (y) .

(15)

Будем строить С1 – решение задачи (11), (15) в полуплоскости x≥0. Построение решения
в полуплоскости x≤ 0 проводится аналогично.

Систему (11) перепишем в более компактной записи:


rx+ sry =F r (x, y, r, s, p, q) ;
sx+ rsy =F s (x, y, r.s.p, q) ;
px+ spy =F p (x, y, s, p, q) ;
qx+ rqy =F q (x, y, p, q) ;
zx+ rzy =F z (x, y, r, p, q) ,

(16)
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где

F r (x, y, r, s, p, q)=
fx
4f
r− fx

4f
s− fy

4f
rs+ r2

fy
4f

+
√
−fpr2−

√
−fqr−

√
−fprs+

√
−fqs;

F s (x, y, r.s, p, q)=− fx
4f
r+

fx
4f
s+

fy
4f
rs− s fy

4f
−
√
−fps2−

√
−fqr+

√
−fprs+

√
−fqs;

F p (x, y, s, p, q)= s
∆

2
;

F q (x, y, p, q)=
∆

2
;

F z (x, y, r, p, q)= p+ rq.

(17)

Характеристиками системы (16) являются интегральные кривые дифференциальных урав-

нений:
dy

dx
= r (x, y) ,

dy

dx
= s (x, y) .

Проинтегрировав уравнения системы (16) вдоль характеристик с учетом начальных зна-
чений (15) получим систему интегральных уравнений:

r (x, y)= r0(gs (0, x, y))+

x∫
0

F r (x, y, r, s, p, q) (τ, gs (τ, x, y)) dτ ;

s (x, y)= s0(gr (0, x, y))+

x∫
0

F s (x, y, r, s, p, q) (τ, gr (τ, x, y)) dτ ;

p (x, y)= p0(gs (0, x, y))+

x∫
0

F p (x, y, s, p, q) (τ, gs (τ, x, y)) dτ ;

q (x, y)= q0(gr (0, x, y))+

x∫
0

F q (x, y, p, q) (τ, gr (τ, x, y)) dτ ;

z (x, y)= z0(gr (0, x, y))+

x∫
0

F z (x, y, r, p, q) (τ, gr (τ, x, y)) dτ,

(18)

где y= gr (τ, x, y) – функция, являющаяся решением задачи Коши{
∂gr
∂τ

= r (τ, gr (τ, x, y)) ,

gr (x, x, y)= y,

т. е. одна из двух характеристик системы (16), проходящих через точку (x, y)∈R2;
y= gs (τ, x, y) – функция, являющаяся решением задачи Коши{

∂gs
∂τ

= s (τ, gs (τ, x, y)) ,

gs (x, x, y)= y,
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т. е. вторая из двух характеристик системы (16), проходящих через точку (x, y)∈R2.
Решение задачи (16), (15) будем строить методом последовательных приближений, приняв

за начальное приближение

r0 (y) , s0 (y) , p0 (y) , q0 (y) = z0y (y) , z0 (y) .

Пусть построено приближение
n
r(x, y),

n
s(x, y),

n
p(x, y),

n
q(x, y),

n
z(x, y). Определим функ-

ции
n+1
r (x, y),

n+1
s (x, y),

n+1
p (x, y),

n+1
q (x, y),

n+1
z (x, y) как решение задачи Коши для линей-

ной системы 

n+1
rx +

n
s
n+1
ry =F r(x, y,

n
r,
n
s,
n
p,
n
q)

n+1
sx +

n
r
n+1
sy =F s(x, y,

n
r,
n
s,
n
p,
n
q)

n+1
px +

n
s
n+1
py =F p(x, y,

n
s,
n
p,
n
q)

n+1
qx +

n
r
n+1
qy =F q(x, y,

n
p,
n
q)

n+1
zx +

n
r
n+1
zy =F z(x, y,

n
r,
n
p,
n
q)

, (19)

с начальными условиями

n+1
r (0, y) = r0(y),

n+1
s (0, y) = s0(y),

n+1
p (0, y) = p0(y),

n+1
q (0, y) = q0(y),

n+1
z (0, y) = z0(y).

Интегрируя систему (19) вдоль соответствующих характеристик получим:

n+1
r (x, y)=

x∫
0

F r(x, y,
n
r,

n
s,

n
p,
n
q)(τ,

n
gs(τ ;x, y))dτ + r0(

n
gs(0;x, y))

n+1
s (x, y)=

x∫
0

F s(x, y,
n
r,

n
s,

n
p,
n
q)(τ,

n
gr(τ ;x, y))dτ + s0(

n
gr(0;x, y))

n+1
p (x, y)=

x∫
0

F p(x, y,
n
s,

n
p,
n
q)(τ,

n
gs(τ ;x, y))dτ + p0(

n
gs(0;x, y))

n+1
q (x, y)=

x∫
0

F q(x, y,
n
p,
n
q)(τ,

n
gr(τ ;x, y))dτ + q0(

n
gr(0;x, y))

n+1
z (x, y)=

x∫
0

F z(x, y,
n
r,

n
p,
n
q)(τ,

n
gr(τ ;x, y))dτ + z0(

n
gr(0;x, y))

(20)

С1 – решение задачи (11), (15) существует, если существуют непрерывные функции r, s, p,
q, z, ry, sy, py, qy, zy, т. к. согласно (11) rx, sx, px, qx, zx выражаются через r, s, p, q,
z, ry, sy, py, qy, zy. Доказательство существования непрерывных функций r, s, p, q, z,
ry, sy, py, qy, zy сводится к доказательству равномерной сходимости последовательностей{
n
r
}
,
{
n
s
}
,
{n
p
}
,
{n
q
}
,
{
n
z
}
,
{
n
ry

}
,
{
n
sy

}
,
{
n
py

}
,
{
n
qy

}
,
{
n
zy

}
. При этом решающую роль

играет равномерная ограниченность этих последовательностей.
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Пусть функции ∆, 1
∆ , r

0, s0, p0, q0 С1 – ограничены. Введем обозначения:

α0= max
ω=r,s

{
sup
yϵR

∣∣r0 (y)∣∣ , sup
yϵR

∣∣s0 (y)∣∣} ;

α1(x)=max

{
sup
yϵR

∣∣∣∣ fx4f
∣∣∣∣ , sup

yϵR

∣∣∣∣ fy4f
∣∣∣∣
}
;

α2(x)= sup
yϵR

∣∣∣√−f ∣∣∣ ;
α3 (x)= sup

yϵR

∣∣∣∣∆2
∣∣∣∣ .

(21)

Л е м м а 1. Пусть

∣∣p0∣∣≤ 1,
∣∣q0∣∣≤ 1,

∣∣z0∣∣≤ 1, α0+4

+∞∫
−∞

α1 (x) dx+4

+∞∫
−∞

(1+ |x| )α2 (x) dx≤ 1, 2α3≤ 1. (22)

Тогда для ∀ (x, y)∈ [0,+∞)×R, n=0, 1, 2, . . . справедливы неравенства:∣∣∣nr (x, y)∣∣∣≤ 1,
∣∣∣ns (x, y)∣∣∣≤ 1,

∣∣∣np (x, y)∣∣∣≤ 1+x,
∣∣∣nq (x, y)∣∣∣≤ 1+x,

∣∣∣nz (x, y)∣∣∣≤ 1+2x+x2 (23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем лемму 1 методом индукции по n. Из соотношений (22)

и начальных значений
n+1
r (0, y) = r0(y),

n+1
s (0, y) = s0(y),

n+1
p (0, y) = p0(y),

n+1
q (0, y) = q0(y),

n+1
z (0, y)=z0(y) следует, что для n=0 неравенства (23) верны. Предположим, что неравенства

(23) выполнены для некоторого номера n, и докажем их для номера n+1.
Из (20) имеем

∣∣∣n+1
r (x, y)

∣∣∣≤ x∫
0

∣∣∣F r(x, y, nr, ns, np, nq)∣∣∣ (τ, ngs(τ ;x, y))dτ + ∣∣∣r0( ngs(0;x, y))∣∣∣≤

≤α0+4

+∞∫
0

α1(τ)dτ +4

+∞∫
0

(1+ τ)α2(τ)dτ ≤ 1;

∣∣∣n+1
s (x, y)

∣∣∣≤ x∫
0

∣∣∣F s(x, y, nr, ns, np, nq)∣∣∣ (τ, ngr(τ ;x, y))dτ + ∣∣∣s0( ngr(0;x, y))∣∣∣≤

≤α0+4

+∞∫
0

α1(τ)dτ +4

+∞∫
0

(1+ τ)α2(τ)dτ ≤ 1;

∣∣∣∣n+1
p (x, y)

∣∣∣∣≤
x∫

0

∣∣∣F p(x, y, ns, np, nq)∣∣∣ ((τ, ngs(τ ;x, y))dτ + ∣∣∣p0( ngs(0;x, y))∣∣∣≤ 1+2α3

x∫
0

dτ ≤ 1+x;

2073



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 21, вып. 6, 2016

∣∣∣∣n+1
q (x, y)

∣∣∣∣≤
x∫

0

∣∣∣F q(x, y, np, nq)∣∣∣ (τ, ngr(τ ;x, y))dτ + ∣∣∣q0( ngr(0;x, y))∣∣∣≤ 1+2α3

x∫
0

dτ ≤ 1+x;

∣∣∣n+1
z (x, y)

∣∣∣≤ x∫
0

∣∣∣F z(x, y, nr, np, nq)∣∣∣ ((τ, ngr(τ ;x, y))dτ + ∣∣∣r0( ngr(0;x, y))∣∣∣≤

≤ 1+

x∫
0

2(1+ τ)dτ =1+2x+x2.

�

Л е м м а 2. При выполнении условий (22) семейства
{
n
r
}
,
{
n
s
}
,
{n
p
}
,
{n
q
}
,
{
n
z
}

равномерно ограничены на компакте

G (x, y)= {(x, y)|x∈ [0, x] , y ∈ [y−x+x, y+x−x]} (24)

для ∀ (x, y)∈ [0,+∞)×R.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции

n
r(x, y),

n
s(x, y),

n
p(x, y),

n
q(x, y),

n
z(x, y) определены

на компакте G (x, y) , поскольку характеристики, выходящие из любой точки (x, y)∈G (x, y) ,

лежат в компакте G (x, y) в силу того, что
∣∣∣nr∣∣∣≤ 1,

∣∣∣ns∣∣∣≤ 1.

Равномерная ограниченность следует из неравенств (23). �
Потребуем, чтобы начальные данные r0, s0 были разделены постоянной, т. е. пусть суще-

ствует δ= const> 0 такое, что

inf
y∈R

r0(y)− sup
y∈R

s0(y) ≥ δ > 0. (25)

Л е м м а 3. Пусть существует ε∈ (0, δ], такое, что
+∞∫
−∞

α1(x)dx+

+∞∫
−∞

(1 + |x|)α2(x)dx ≤
δ − ε
8

. (26)

Тогда для n=0, 1, 2, . . .

inf
(x,y)∈R2

n
r(x, y)− sup

(x,y)∈R2

n
s(x, y) ≥ ε > 0. (27)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (18) с учетом (21) и оценок (23), (26), имеем

n+1
r (x, y)≥ inf

y∈R
r0(y)− (4

+∞∫
−∞

α1(x)dx+4

+∞∫
−∞

(1+ |x|)α2(x)dx)≥ inf
y∈R

r0(y)− δ− ε
2

,

n+1
s (x, y)≤ sup

y∈R
s0(y)− (4

+∞∫
−∞

α1(x)dx+4

+∞∫
−∞

(1+ |x|)α2(x)dx)≤ sup
y∈R

s0(y)+
δ− ε
2

.

Тогда, учитывая условие (25), получим

inf
(x,y)∈R2

n+1
r (x, y)− sup

(x,y)∈R2

n+1
s (x, y)≥ inf

y∈R
r0(y)− δ− ε

2
− sup
y∈R

s0(y)− δ− ε
2

=

= inf
y∈R

r0(y)− sup
y∈R

s0(y)− (δ− ε)≥ δ− δ+ ε= ε.�
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В [4, с. 88], доказано, что производные точного решения слабо-нелинейной системы квази-
линейных уравнений гиперболического типа остаются ограниченными при любом значении y,
если ограниченным остается само решение. В работе [2] это утверждение распространено на
метод последовательных приближений для системы пяти уравнений с двумя различными ха-
рактеристиками. Аналогичное утверждение имеет место для последовательностей

{
n
ry(x, y)

}
,{

n
sy(x, y)

}
,
{
n
py(x, y)

}
,
{
n
qy(x, y)

}
,
{
n
zy(x, y)

}
.

Л е м м а 4. Последовательности производных
{
n
ry(x, y)

}
,
{
n
sy(x, y)

}
,
{
n
py(x, y)

}
,{

n
qy(x, y)

}
,
{
n
zy(x, y)

}
равномерно ограничены на компакте G(x, y), определённом усло-

вием (24), ∀(x, y) ∈ [0,+∞) × R, т. е. существует функция F (x) ∈ C0(R), такая что∣∣∣ nry(x, y)∣∣∣≤ F (x), ∣∣∣ nsy(x, y)∣∣∣≤ F (x), ∣∣∣ npy(x, y)∣∣∣≤ F (x), ∣∣∣ nqy(x, y)∣∣∣≤ F (x), ∣∣∣ nzy(x, y)∣∣∣≤ F (x) для
∀(x, y)∈G(x, y), n=0, 1, 2, . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим n
gr(x, y0)=

n
gr(x, 0, y);

n
gs(x, y0)=

n
gs(x, 0, y). Функция

y=
n
gr(x, y0) есть решение задачи Коши ∂

n
gr(x, y0)

∂x
=
n
r(x,

n
gr)

n
gr(0, y0)= y0

, (28)

т. е. кривая, заданная уравнением y=
n
gr(x, y0), есть одна из характеристик, проходящих через

точку (0; y0).

Функция y=
n
gs(x, y0) есть решение задачи Коши ∂

n
gs(x, y0)

∂x
=
n
s(x,

n
gr)

n
gs(0, y0)= y0

, (29)

т. е. кривая, заданная уравнением y=
n
gs(x, y0), есть вторая характеристика, проходящая через

точку (0; y0).

Пусть

n+1
r (x, y0)=

n+1
r (x,

n
gs(x, y0));

n+1
s (x, y0)=

n+1
s (x,

n
gr(x, y0));

n+1
p (x, y0)=

n+1
p (x,

n
gs(x, y0));

n+1
q (x, y0)=

n+1
q (x,

n
gr(x, y0));

n+1
z (x, y0)=

n+1
z (x,

n
gr(x, y0)).

(30)
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Формулы (18) принимают вид:



n+1
r (x, y0)=

x∫
0

F r(τ,
n
gs(τ ; y0),

n
r,

n
s,

n
p,
n
q)(τ,

n
gs(τ ; y0))dτ + r0(y0)

n+1
s (x, y0)=

x∫
0

F s(τ,
n
gr(τ ; y0),

n
r,

n
s,

n
p,
n
q)(τ,

n
gr(τ ; y0))dτ + s0(y0)

n+1
p (x, y0)=

x∫
0

F p(τ,
n
gs(τ ; y0),

n
s,

n
p,
n
q)(τ,

n
gs(τ ; y0))dτ + p0(y0)

n+1
q (x, y0)=

x∫
0

F q(τ,
n
gr(τ ; y0),

n
p,
n
q)(τ,

n
gr(τ, y0))dτ + q0(y0)

n+1
z (x, y0)=

x∫
0

F z(τ,
n
gr(τ ; y0),

n
r,

n
p,
n
q)(τ,

n
gr(τ, y0))dτ + z0(y0)

Отсюда следует, что
n+1
r (x, y0);

n+1
s (x, y0);

n+1
p (x, y0);

n+1
q (x, y0);

n+1
z (x, y0) есть решение за-

дачи Коши для системы уравнений



∂

∂x

n+1
r =F r(x,

n
gs(x; y0),

n
r,

n
s,

n
p,
n
q)(x,

n
gs(x; y0))

∂

∂x

n+1
s =F s(x,

n
gr(x; y0),

n
r,

n
s,

n
p,
n
q)(x,

n
gr(x; y0))

∂

∂x

n+1
p =F p(x,

n
gs(x; y0),

n
s,

n
p,
n
q)(x,

n
gs(x; y0))

∂

∂x

n+1
q =F q(x,

n
gr(x; y0),

n
r,

n
s,

n
p,
n
q)(x,

n
gr(x; y0))

∂

∂x

n+1
z =F z(x,

n
gr(x; y0),

n
r,

n
p,
n
q)(x,

n
gr(x; y0))

(31)

с начальными данными

n+1
r (0, y0)= r0(y0);

n+1
s (0, y0)= s0(y0);

n+1
p (0, y0)= p0(y0);

n+1
q (0, y0)= q0(y0);

n+1
z (0, y0)= z0(y0).

(32)
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Дифференцируя по y0 равенства (30) получим

∂

∂y0

n+1
r (x, y0)=

∂

∂y

n+1
r (x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gs(x,y0)

∂

∂y0

n
gs(x, y0),

∂

∂y0

n+1
s (x, y0)=

∂

∂y

n+1
s (x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gr(x,y0)

∂

∂y0

n
gr(x, y0),

∂

∂y0

n+1
p (x, y0)=

∂

∂y

n+1
p (x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gs(x,y0)

∂

∂y0

n
gs(x, y0),

∂

∂y0

n+1
q (x, y0)=

∂

∂y

n+1
q (x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gr(x,y0)

∂

∂y0

n
gr(x, y0),

∂

∂y0

n+1
z (x, y0)=

∂

∂y

n+1
z (x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gr(x,y0)

∂

∂y0

n
gr(x, y0),

откуда

∂

∂y

n+1
r (x, y)=

∂

∂y0

n+1
r (x, y0)

∂

∂y

n
gs(x, y0)

,
∂

∂y

n+1
s (x, y)=

∂

∂y0

n+1
s (x, y0)

∂

∂y

n
gr(x, y0)

,
∂

∂y

n+1
p (x, y)=

∂

∂y0

n+1
p (x, y0)

∂

∂y

n
gs(x, y0)

,

∂

∂y

n+1
q (x, y)=

∂

∂y0

n+1
q (x, y0)

∂

∂y

n
gr(x, y0)

,
∂

∂y

n+1
z (x, y)=

∂

∂y0

n+1
z (x, y0)

∂

∂y

n
gr(x, y0)

.

(33)
Дифференцируя по y0 формулы (28), (29), получим уравнения

∂

∂x

(
∂

∂y0

n
gr(x, y0)

)
=

∂

∂y

n
r(x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gr(x,y0)

∂

∂y0

n
gr(x, y0),

∂

∂x

(
∂

∂y0

n
gs(x, y0)

)
=

∂

∂y

n
r(x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gs(x,y0)

∂

∂y0

n
gs(x, y0),

или
∂

∂x
ln

(
∂

∂y0

n
gr(x, y0)

)
=

∂

∂y

n
r(x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gr(x,y0)

,

∂

∂x
ln

(
∂

∂y0

n
g
s
(x, y0)

)
=

∂

∂y

n
s(x, y)

∣∣∣∣
y=

n
gs(x,y0)

,

(34)

и начальные условия (
∂

∂y0

n
gr

)
(0, y0) = 1,

(
∂

∂y0

n
gs

)
(0, y0) = 1. (35)

Пусть υ(x, y)∈C1 – произвольная функция. Введем обозначение(
d

dx
υ

)
s

=
∂υ

∂x
+

n
r
∂υ

∂y
,

(
d

dx
υ

)
r

=
∂υ

∂x
+
n
s
∂υ

∂y
.
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Вычитая из равенства n+1
sx +

n
r
n+1
sy =F s(x, y,

n
r,
n
s,
n
p,
n
q) равенство n+1

sx +
n
s
n+1
sy =

(
d
dx

n+1
s
)
r
, полу-

чим n+1
sy =

F s(x, y,
n
r,
n
s,
n
p,
n
q)−

(
d
dx

n+1
s
)
r

n
r− n

s
.

Преобразуем это равенство:

n+1
sy =

F s(x, y,
n
r,
n
s,

n
p,,

n
q)−

(
d
dx

n+1
s
)
r

n
r− n

s
=

=
F s(x, y,

n
r,
n
s,

n
p,
n
q)−F r(x, y, nr, ns, np,

n
q)

n
r− n

s
+
F r(x, y,

n
r,
n
s,

n
p,
n
q)−

(
d
dx

n+1
s
)
r

n
r− n

s
=

=
F s(x, y,

n
r,
n
s,

n
p,
n
q)−F r(x, y, nr, ns, np,

n
q)

n
r− n

s
+

(
n+1
rx +

n
s
n+1
ry

)
−
(
d
dx

n+1
s
)
r

n
r− n

s
=

=
F s(x, y,

n
r,
n
s,

n
p,
n
q)−F r(x, y, nr, ns, np,

n
q)

n
r− n

s
+

(
d
dx

n+1
r
)
r
−
(
d
dx

n+1
s
)
r

n
r− n

s
=

=
F s(x, y,

n
r,
n
s,
n
p,
n
q)−F r(x, y, nr, ns,

n
p,
n
q)

n
r− n

s
+

(
d
dx(

n+1
r − n+1

s )
)
r

n+1
r − n+1

s

n+1
r − n+1

s
n
r− n

s
=

=
F s(x, y,

n
r,
n
s,
n
p,
n
q)−F r(x, y, nr, ns,

n
p,
n
q)

n
r− n

s
+

(
d

dx
ln(

n+1
r − n+1

s )

)
r

n+1
r − n+1

s
n
r− n

s
.

Так как функции F r (x, y, r, s, p, q) , F s (x, y, r, s, p, q) , F p (x, y, s, p, q) , F q (x, y, p, q) ,
F z (x, y, r, p, q) непрерывно дифференцируемы по r, s, p, q, z, x, y, а семейство{
n
r
}
,
{
n
s
}
,
{n
p
}
,
{n
q
}
,
{
n
z
}

равномерно ограничено, то существует константа C, такая что

|Fω| ≤ C,

∣∣∣∣∂Fω∂µ

∣∣∣∣ ≤ C, ω = r, s, p, q, z, µ = r, s, p, q, z, x, y. (36)

Используя оценки (23), (27), (36), получим∣∣∣∣∣F s(x, y,
n
r,
n
s,
n
p,
n
q)− F r(x, y, nr, ns,

n
p,
n
q)

n
r− n

s

∣∣∣∣∣ ≤ 2C

ε
,

∣∣∣∣∣
n+1
r − n+1

s
n
r− n

s

∣∣∣∣∣ ≤ 2

ε
, (37)

откуда

−2C

ε
− 2

ε

∣∣∣∣( d

dx
ln(

n+1
r − n+1

s )

)
r

∣∣∣∣ ≤ ∂

∂y

n+1
s ≤ 2C

ε
+

2

ε

∣∣∣∣( d

dx
ln(

n+1
r − n+1

s )

)
r

∣∣∣∣ . (38)

Пусть X+, X− – такие множества, что(
d

dx
ln(

n+1
r − n+1

s )

)
r

≥ 0 для x ∈ X+,

(
d

dx
ln(

n+1
r − n+1

s )

)
r

< 0 для x ∈ X−.

Тогда при x∈X+ имеем

−2C

ε
− 2

ε

(
d

dx
ln(

n+1
r − n+1

s )

)
r

≤ ∂

∂y

n+1
s ≤ 2C

ε
+

2

ε

(
d

dx
ln(

n+1
r − n+1

s )

)
r

.
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Отсюда

−2C

ε
−
(
d

dx
ln
[
(
n+1
r − n+1

s )
2
ε

])
r

≤ ∂

∂y

n+1
s ≤ 2C

ε
+

(
d

dx
ln
[
(
n+1
r − n+1

s )
2
ε

])
r

. (39)

С учетом (39) из (34), получим неравенства

∂

∂x
ln

(
∂

∂y0

n+1
g r(x, y0)

)
≥−2C

ε
−
(
d

dx
ln
[
(
n+1
r − n+1

s )
2
ε

])
r

∣∣∣∣
y=

n+1
g r(x,y0)

,

∂

∂x
ln

(
∂

∂y0

n+1
g r(x, y0)

)
≤ 2C

ε
+

(
d

dx
ln
[
(
n+1
r − n+1

s )
2
ε

])
r

∣∣∣∣
y=

n+1
g r(x,y0)

.

Преобразовав эти неравенства, получим(
d

dx
ln

{
(
n+1
r − n+1

s )
2
ε
∂

∂yo

n+1
g r(x, y0)

})
r

∣∣∣∣
y=

n+1
g r(x,y0)

≥−2C

ε
,

(
d

dx
ln

{
(
n+1
r − n+1

s )−
2
ε
∂

∂yo

n+1
g r(x, y0)

})
r

∣∣∣∣
y=

n+1
g r(x,y0)

≤ 2C

ε
.

Проинтегрировав полученные неравенства, имеем(
n+1
r − n+1

s

r0 − s0

)− 2
ε

exp

−
x∫

0

2C

ε
dτ

 ≤ ∂

∂y0

n+1
g r(x, y0) ≤

(
n+1
r − n+1

s

r0 − s0

) 2
ε

exp


x∫

0

2C

ε
dτ

 .

Повторив предыдущие рассуждения для x∈X−, получим неравенства(
r0 − s0
n+1
r − n+1

s

)− 2
ε

exp

−
x∫

0

2C

ε
dτ

 ≤ ∂

∂y0

n+1
g
r
(x, y0) ≤

(
r0 − s0
n+1
r − n+1

s

) 2
ε

exp


x∫

0

2C

ε
dτ

 .

Оценки производных ∂
∂yo

n+1
g s(x, y0) получаются аналогично. Поэтому, учитывая (23) и (27),

имеем оценки для
n
gr(x, y0) и

n
gs(x, y0), (n=1, 2, 3, . . .) :

1

ψ(x)
≤ ∂

∂y0

n
gr(x, y0) ≤ ψ(x),

1

ψ(x)
≤ ∂

∂y0

n
gs(x, y0) ≤ ψ(x), (40)

где ψ(x)=

(
2

ε

) 2
ε

e
2C
ε
x, ψ(x)≥ 1.

Дифференцируя формулы (31) по параметру y0, получим
∂

∂x

(
∂

∂y0

n+1
r

)
=
∂F r

∂
n
r

∂
n
r

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F r

∂
n
s

∂
n
s

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F r

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F r

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F r

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

∂

∂y0

n+1
r (0, y0)= r0y(y0).


∂

∂x

(
∂

∂y0

n+1
s

)
=
∂F s

∂
n
r

∂
n
r

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F s

∂
n
s

∂
n
s

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F s

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F s

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F s

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

∂

∂y0

n+1
s (0, y0)= s0y(y0).
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
∂

∂x

(
∂

∂y0

n+1
p

)
=
∂F p

∂
n
s

∂
n
s

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F p

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F p

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F p

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

∂

∂y0

n+1
p (0, y0)= p0y(y0).


∂

∂x

(
∂

∂y0

n+1
q

)
=
∂F q

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F q

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F q

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

∂

∂y0

n+1
q (0, y0)= q0y(y0).


∂

∂x

(
∂

∂y0

n+1
z

)
=
∂F z

∂
n
r

∂
n
r

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F z

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F z

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F z

∂
n
gr

∂
n
g
r

∂y0

∂

∂y0

n+1
z (0, y0)= z0y(y0).

(41)

Обозначим V0 =max

{
sup
y∈R

∣∣r0y(y)∣∣ , sup
y∈R

∣∣s0y(y)∣∣ , sup
y∈R

∣∣p0y(y)∣∣ , sup
y∈R

∣∣q0y(y)∣∣ , sup
y∈R

∣∣z0y(y)∣∣
}
, и рассмот-

рим ассоциированную с задачей (41) мажорантную задачу{
d
dxV =4!ψ2(x)V+!ψ(x),
V (0)=V0.

(42)

Задача Коши (42) рассматривается для линейного уравнения относительно функции V (x) и
поэтому имеет решение на всей прямой.

Так как ψ≥ 1, то начальное приближение
0
r,

0
s,

0
p,

0
q,

0
z удовлетворяет неравенствам∣∣∣∣ ∂∂y 0

r

∣∣∣∣ ≤ ψ(x)V (x),

∣∣∣∣ ∂∂y 0
s

∣∣∣∣ ≤ ψ(x)V (x),

∣∣∣∣ ∂∂y 0
p

∣∣∣∣ ≤ ψ(x)V (x),

∣∣∣∣ ∂∂y 0
q

∣∣∣∣ ≤ ψ(x)V (x),

∣∣∣∣ ∂∂y 0
z

∣∣∣∣ ≤ ψ(x)V (x).

Предположим, что ∣∣∣ ∂∂y nr∣∣∣≤ψ(x)V (x),
∣∣∣ ∂∂y ns∣∣∣≤ψ(x)V (x),

∣∣∣ ∂∂y np∣∣∣≤ψ(x)V (x),

∣∣∣ ∂∂y nq∣∣∣≤ψ(x)V (x),
∣∣∣ ∂∂y nz∣∣∣≤ψ(x)V (x),

(43)

Учитывая оценки (36), (40), (43), по формулам (18), (41) получим оценки:∣∣∣∣ ∂∂y0 n+1
r

∣∣∣∣≤ ∣∣r0y∣∣+
x∫

0

(
∂F r

∂
n
r

∂
n
r

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F r

∂
n
s

∂
n
s

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F r

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F r

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F r

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

)
×

×(τ, ngs(τ ; y0))dτ ≤V0+
x∫

0

(4Cψ2(τ)V (τ)+Cψ (τ))dτ =V (x) ,

∣∣∣∣ ∂∂y0 n+1
s

∣∣∣∣≤ ∣∣s0y∣∣+
x∫

0

(
∂F s

∂
n
r

∂
n
r

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F s

∂
n
s

∂
n
s

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F s

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F s

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F s

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

)
×

×(τ, ngr(τ ; y0))dτ ≤V0+
x∫

0

(4Cψ2(τ)V (τ)+Cψ (τ))dτ =V (x) ,
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∣∣∣∣ ∂∂y0 n+1
p

∣∣∣∣≤ ∣∣p0y∣∣+
x∫

0

(
∂F p

∂
n
s

∂
n
s

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F p

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F p

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

+
∂F p

∂
n
gs

∂
n
gs
∂y0

)
×

×(τ, ngs(τ ; y0))dτ ≤V0+
x∫

0

(3Cψ2(τ)V (τ)+Cψ (τ))dτ ≤

≤V0+
x∫

0

(4Cψ2(τ)V (τ)+Cψ (τ))dτ =V (x) ,

∣∣∣∣ ∂∂y0 n+1
q

∣∣∣∣≤ ∣∣q0y∣∣+
x∫

0

(
∂F q

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F q

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F q

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

)
×

×(τ, ngr(τ ; y0))dτ ≤V0+
x∫

0

(2Cψ2(τ)V (τ)+Cψ (τ))dτ ≤

≤V0+
x∫

0

(4Cψ2(τ)V (τ)+Cψ (τ))dτ =V (x) ,

∣∣∣∣ ∂∂y0 n+1
z

∣∣∣∣≤ ∣∣z0y∣∣+
x∫

0

(
∂F z

∂
n
r

∂
n
r

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F z

∂
n
p

∂
n
p

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F z

∂
n
q

∂
n
q

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

+
∂F z

∂
n
gr

∂
n
gr
∂y0

)
×

×(τ, ngr(τ ; y0))dτ ≤V0+
x∫

0

(3Cψ2(τ)V (τ)+Cψ (τ))dτ ≤

≤V0+
x∫

0

(4Cψ2(τ)V (τ)+Cψ (τ))dτ =V (x) .

(44)

Из формул (33), пользуясь оценками (40), (44), получаем∣∣∣∣ ∂∂y n+1
r (x, y)

∣∣∣∣≤ψ(x)V (x),

∣∣∣∣ ∂∂y n+1
s (x, y)

∣∣∣∣≤ψ(x)V (x),

∣∣∣∣ ∂∂y n+1
p (x, y)

∣∣∣∣≤ψ(x)V (x),

∣∣∣∣ ∂∂y n+1
q (x, y)

∣∣∣∣≤ψ(x)V (x),

∣∣∣∣ ∂∂y n+1
z (x, y)

∣∣∣∣≤ψ(x)V (x).

(45)

Обозначим F (x)=ψ(x)V (x). Тогда из (45) следует утверждение леммы 4. �
Таким образом, доказана равномерная ограниченность приближенных решений и их про-

изводных, т. е. равномерная ограниченность итерационной последовательности. Дальнейшее
доказательство теоремы существования и единственности для задачи Коши (11), (15) прово-
дится по стандартной схеме, использующей теорему Арцела [4].

Сформулируем достаточные условия, обеспечивающие существование С3 -гладкого реше-
ния задачи Коши (1) на всей плоскости R2.

Пусть С1, С2 – произвольные положительные постоянные, ε, δ – постоянные, связанные
условиями 0<ε<δ, δ−ε

2 < 1. Функции r0(y), s0(y) заданы формулами (15).
Т е о р е м а 2. При выполнении условий:

1) функция ∆∈С2(R4), начальные условия z0 ∈С3 (R) , p0 ∈С2 (R) ;
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2) функция z0 (y) С3 – ограничена, функция p0 (y) С2 – ограничена;

3) |∆| ≤ 2С1,
1
∆ ≤С2,

∣∣∂∆
∂ω

∣∣≤С1 η (x) , где ω=x, y; 0<С1≤ 1
2 ; С2> 0;

4) N1

+∞∫
−∞

η (x) dx≤ δ−ε
2 ; N1 =max

{
С1,

1
2С1С2

}
, 0<ε< δ, δ−ε

2 < 1, η (x) – произвольная

положительная функция;

5)
∣∣r0∣∣ , ∣∣s0∣∣≤ 1− δ−ε

2 ,
∣∣z0∣∣ , ∣∣z0y∣∣ , ∣∣p0∣∣≤ 1;

6) infyϵRr
0 (y)− supyϵRs

0 (y)≥ δ > 0.

на плоскости R2 существует единственное C3 – гладкое решение задачи Коши (6).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполняются условия 1)-6). Докажем, что эти условия

обеспечивают выполнение условий (30), (33), (34).
Используя условие 3), получаем оценки коэффициентов системы (23):∣∣∣∣∆x

2∆

∣∣∣∣ ≤ 1

2
С1С2η (x) ,

∣∣∣∣∆y

2∆

∣∣∣∣ ≤ 1

2
С1С2η (x) ,

∣∣∣∣∆2
∣∣∣∣ ≤ С1.

Обозначим N1=max
{
С1,

1
2С1С2

}
. Отсюда, согласно формулам (29), имеем оценки

α1 (x) ≤ max

{
С1,

1

2
С1С2

}
η (x) = N1η (x) , α2 ≤ С1. (46)

Тогда неравенства (46) и условия 5) обеспечивают выполнение второго неравенства (30):

α0 + 4

+∞∫
−∞

α1 (x) dx ≤ α0 +N1

+∞∫
−∞

η (x) dx ≤1− δ − ε
2

+
δ − ε
2

= 1.

Условие 4) обеспечивает выполнение третьего неравенства (30). Условие 6) обеспечивает вы-
полнимость неравенства (35) . Неравенство (34) с учетом сделанных обозначений и оценок (46)
есть условие 5).

Таким образом, условия 1)–6) обеспечивают выполнение неравенств (30), (33), (34), которые
в свою очередь обеспечивают существование единственного С1 -решение задачи (11), (15) в
полуплоскости x≥ 0.

Решение в полуплоскости x≤ 0 строится аналогично. С1 -гладкость решения обеспечива-
ется одинаковыми начальными данными.

В работе [3] доказано, что С1 -решение задачи (24), (25) соответствует С3 -решение зада-
чи (6). �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Из теоремы 2 следует существование функ-
ции z = z (x, y) , являющейся С3− гладким решением уравнения (1) на плоскости R2. Эта
функция задает в трехмерном евклидовом пространстве С3− регулярную поверхность. Вы-

числим гауссову кривизну этой поверхности K (x, y) =
zxxzyy − zxy2(
1+ z2x+ z2y

)2 . Легко получим, что

K (x, y) = f (x, y) , т. к. функция z= z (x, y) есть решение уравнения (1) при всех (x, y)∈R2.
�
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